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INTRODUCCION

La topologia es la rama de las Matematicas que estudia las propiedades
de objetos geométricos que permanecen invariantes bajo deformaciones en
las que existe una correspondencia biunivoca entre los puntos del objeto
original y la deformacion, ademas de que tal acciéon hace corresponder pun-
tos proximos a puntos proximos. A tales deformaciones las llamamos ho-
meomorfismos. Asi que informalmente diremos que la topologia permite do-
blar, estirar, encoger y retorcer los objetos, pero no cortar o separar lo que
esta unido ni pegar lo que estéa separado.

Los objetos de estudio son parejas de la forma (X, 7), donde X es un
conjunto y 7 es una familia de subconjuntos de X cerrada bajo interseccio-
nes finitas y uniones arbitrarias. Una familia 7 con estas caracteristicas es
llamada topologia para X y el par (X, ) espacio topolégico. A los elementos
de 7 se les llama abiertos.

Uno de los conceptos fundamentales mas importantes en topologia es el de
funcién continua. Si (X, 7x) y (Y, 7y) son espacios topolégicos y f: X — Y
es una funcion, intuitivamente decimos que f es continua en xy € X si manda
puntos cercanos a xy en puntos cercanos a f(zo).

Es de especial interés determinar cuando dos espacios tienen las mismas
propiedades topoldgicas, es decir, cuando dos espacios son equivalentes, esto
ocurre cuando existe una funciéon continua y biyectiva entre los espacios para
la cual su funcién inversa es también continua; a estas funciones se les co-
noce como homeomorfismos. Mostrar que la imagen de un conjunto abierto
bajo una funcién sea también un conjunto abierto es un excelente criterio
para determinar homeomorfismos. Las funciones que satisfacen tal condicion
son llamadas funciones abiertas. De éstas, se desprende una gama de clases
de funciones: inductivamente abierta, casi abierta, pseudo abierta, cociente,
semi abierta y denso abierta. Dichas clases seran nuestro objeto de estudio.

Otra herramienta para describir propiedades de un espacio topoldgico
(X, 7) son los hiperespacios, los cuales son colecciones de subconjuntos de X
que satisfacen ciertas condiciones. Uno de mayor importancia esta formado
por conjuntos no vacios con a lo méas n elementos. Este hiperespacio, deno-
tado como F),(X), es llamado producto simétrico. Dados (X, 7x) y (Y, 7y)



espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién, se define la funcién inducida
al n-ésimo producto simétrico por f como: f, : F,,(X) — F,(Y) dada por
fa(A) = f(A). Es de nuestro interés estudiar dicha funcién en relacién con
las clases de funciones mencionadas anteriormente.

Este escrito esta formado por cuatro capitulos, de los cuales el primero
es una recopilaciéon de conceptos basicos y notaciones imprescindibles para
un seguimiento asequible. Ademds se exponen propiedades y resultados que
seran empleados en nuestras futuras demostraciones.

En el segundo capitulo analizaremos la relacién directa entre nuestras
clases de funciones. Para ser mas especificos, veremos que ser funcion abierta
implica ser inductivamente abierta, toda funcién inductivamente abierta es
casi abierta, una funcion casi abierta es pseudo abierta, la familia de las fun-
ciones cociente esta contenida en la familia de las funciones pseudo abiertas,
y que las familias de funciones semi abiertas y denso abiertas forman parte de
la familia de las funciones abiertas. Cabe mencionar que todas las familias de
funciones expuestas son distintas. Mostraremos ejemplos de cada afirmacion.
Por otro lado, se presentan caracterizaciones de cada clase de funciones en
los términos topoldgicos de interior, cerradura y frontera de conjuntos.

En el Capitulo 3 mostramos los resultados obtenidos del analisis en la ge-
neracion de nuevas funciones: funcion restriccién, la funciéon composicion, la
funciéon suma topoldgica y la funcién producto topoldgico. Dicho analisis se
enfoca en las siguientes clases de funciones: abiertas, inductivamente abier-
tas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente, semi abiertas y denso abiertas.

El Capitulo 4 estd dedicado al estudio de las implicaciones entre las
siguientes dos condiciones:
1. fem,
2. fneM
cuando 9 es alguna de las siguientes clases de funciones: abiertas, induc-
tivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente, semi abiertas y
denso abiertas. Este problema se ha abordado en varias ocasiones para clases
de funciones entre espacios métricos, compactos conexos y no degenerados
([1], 2], [3], [6], [8]). Los resultados originales que presentamos hacen més
completo el estudio realizado hasta este momento alrededor de este tema.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos notaciones, definiciones y conceptos ele-
mentales para un seguimiento accesible al resto de los capitulos. También
veremos propiedades, equivalencias y resultados de los cuales nos serviremos
para nuestras futuras demostraciones.

1.1. Conjuntos y funciones

Sea X un conjunto. El conjunto P(X) = {A : A C X} es llamado el
conjunto potencia de X.

Notacién 1.1. Sean X un conjunto y A C X. El simbolo |A| denota la
cardinalidad del conjunto A.

La siguiente proposicién se puede consultar en [5, pag. 30].

Proposicion 1.2. Sean X un conjunto y A,B,C C X. FEntonces
AN(B\C)=(AnB)\(ANCQC)

Notacion 1.3. Sean X y Y conjuntos, y € Y,V CY y f: X =Y una
funcion. Denotaremos a:

1. La imagen inversa de y bajo f como:

fHyl={z e X: f(z) =y}
2. La imagen inversa de V' bajo f como:
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[HV]={zeX: f(x)eV}.

Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funciéon. Decimos que f es
suprayectiva si para cada y € Y, existe x € X tal que f(x) = y.

Proposicién 1.4. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funcion. Enton-
ces f es suprayectiva si y solo si f(f~'[B]) = B para todo BC Y.

La demostracién de la proposicién anterior se puede consultar en [5, pag.
60].

Proposicién 1.5. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funcion supra-
yectiva. Si AC X y BCY, entonces f(AN f71[B]) = f(A)N B.

Demostracién. Sabemos que f(AN f~B]) C f(A)N f(f[B]). Dado que f
es suprayectiva, de la Proposiciéon 1.4 se sigue que f(ANnf=YB]) C f( )

Por otro lado, sea y € f(A) N B. Entonces fy|NA#0y fy] C f [B]
Asi, f7y] N (AN f7YB]) # 0. Esto implica que y € f(A N f~![B]). Por
tanto, f(A)N B C f(AN f~!B]). Lo que prueba la igualdad. O

1.2. Espacios topoldégicos
1.2.1. Conceptos basicos y algunas propiedades de es-
pacios topolégicos

Sean X un conjunto y 7 una familia de subconjuntos de X. Decimos que
T es una topologia para X si satisface las siguientes condiciones:

i) 0,X er.
ii) Si € C 7, entonces |J€ € 7.
iii) Si U,V € 7, entonces UNV € 7.

A los elementos de T se les llama abiertos y a la pareja (X, 7) espacio
topologico.

Notacion 1.6. Sean X y L conjuntos, Tx una topologia para X y n un
numero natural. Adoptaremos la siguiente notacion.

1 mx \ {0} =7%.



2. {0 C L:|0] <n}=[L]<".
3. {0 C L:|0] < oo} = [L]<>.

Sean (X, T) un espacio topologico y 8 C 7. Decimos que [ es base para
7 si para todo x € X y para cada U € 7 tal que z € U, existe B € 3 tal que
reBCU.

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias y suficientes para
que una coleccion de subconjuntos pueda ser base de alguna topologia sobre
X. Dicho resultado puede ser consultado en [9, Teorema 6.1, pag. 87].

Teorema 1.7. Sean X un conjunto y 3 una coleccion de subconjuntos de X
tal que |JB = X. St para todo x € X y para cualesquiera By, By € [ tales
que x € By N By, existe Bs € B de modo que x € By C By N By, entonces
73 = {0} U{UB: B C B} es topologia sobre X y [ es base para 4.

Sea X un conjunto. Una subbase § para una topologia sobre X es una
coleccion de subconjuntos de X cuya unién es igual a X. La topologia
generada por la subbase J se define como la coleccion 7 de todas las unio-
nes de intersecciones finitas de elementos de 0, es decir, 75 = {0} U{UB :

BC{NC:C e [5]<<}).

Sea R el conjunto de los niimeros reales.

a) La topologia generada por la coleccion {(a,b) : a,b € R,a < b} se
denomina topologia usual sobre R.

b) La topologia generada por la coleccion {(a,b) x (¢,d) : a,b,c,d € R,a <
by ¢ < d} se denomina topologia usual sobre R x R = R?,

Siempre que trabajemos R 6 R? como espacio topoldgico, lo supondremos
con la topologia usual, previmente mencionada, a menos que se especifique
cualquier otra cosa y lo denotamos como (R, 1) v (R?, 72), respectivamente.

Sean (X, 7) un espacio topoldgico y Z C X. La colecciéon 7 = {Z NU :
U € 7} es una topologia sobre Z, nombrada topologia de subespacio o
topologia relativa. A (Z,7;) se le denomina subespacio de X.

Notacién 1.8. Sean A CR y B C R2.



a) El simbolo (A, 1y) representa al subespacio A dotado con la topologia
relativa de R

b) El simbolo (B, Ty) representa al subespacio B dotado con la topologia
relativa de R?

Sea (X, Tx) un espacio topoldgico. Decimos que X es de Hausdorff o
T si para cada par de puntos distintos x,y de X, existen U,V € 7x tales
quezelU,yeVyUNV =4.

1.2.2. Interior, cerradura y frontera de conjuntos
Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Definimos:

1. El interior de A en X como:
IntxA={r € X :existe U € 7 tal que x € U C A}.
2. La cerradura de A en X como:
ClyA={zr € X :UNA#0 para todo U € 7 tal que z € U}.
3. La frontera de A en X como:
FryA = Clx(A) NClx (X \ A).

Proposicién 1.9. Sean (X, T) un espacio topolégico, Z un subespacio de X
y A C Z. Entonces:

a) Intz;A D ZNinty A
b) Cl;A=ZNCIlxA

La demostracién para a) se puede consultar en [11, Teorema 1.24, pag.
38] y para b) en [10, Teorema 17.4, pag. 108].

Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Se dice que A es cerrado
en X si X\ Aer.

Proposicién 1.10. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces:



a) A€ siysolosi A= IntxA.
b) A cerrado en X siy solo si A= ClxA.

La demostracién para a) se puede consultar en [11, Teorema 1.16, pag.
33] y para b) en [11, Teorema 1.11, pag. 29].

Proposicién 1.11. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces:
a) IntyAC AC ClxA
b) Clx(X\A) =X \IntxA.
c) FrxA=ClxA\IntxA.

Demostracion. El inciso a) se sigue de la definicién de los conceptos de inte-
rior y cerradura de conjuntos. La demostracion de ¢) se localiza en [4, 4.11,
pég. 72].

b) De a) se tiene que IntxA C A. Por tanto, X \ A C X \ IntyA y
asi, Clx(X \ A) C Clx(X \ IntxA). Dado que X \ (X \ IntxA) = IntxA €
7, se tiene que X \ IntxA es un subconjunto cerrado de X. Luego, de la
Proposicién 1.10 obtenemos que Cly(X \ A) € X \ IntxA. Por otro lado,
sear € X \IntxAy U € 7x tal que x € U. SiUN (X \ A) = 0, entonces
UC X\ (X\A) = A. Esto quiere decir que = € IntxA, lo cual nos lleva a
una contradicccién. Por tanto, U N (X \ A) # 0 y asi, 2 € Clx(X \ A). De
esta manera, X \ Intxy A C Clx (X \ A), lo que concluye la igualdad.

[

Proposicién 1.12. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A, B C X, entonces:
a) (IntxA) U (IntyB) C Intx (AU B)
b) Intx(ANB) = (IntxA) N (Intx B)
c) (ClxA)U (ClxB) = Clx(AU B)

La demostracién de los incisos a) y b) se puede consultar en [11, Teorema
1.16, pag. 33| y la del inciso ¢) en [11, Teorema 1.12, pag. 30].
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Corolario 1.13. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A € [P(X)]<*. En-
tonces Clx(JA) = U ClxD.

DeA

Sean (X, 7) un espacio topolédgico y A C X. Decimos que A es denso en
X si ClyA = X.

1.2.3. Funciones continuas

Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién.
Decimos que f es continua en z si para todo V' € 1y tal que f(zg) € V,
existe U € 7x tal que zg € Uy f(U) C V. La funcién f es continua si es
continua en cada uno de los puntos de X.

Los siguientes teoremas establecen equivalencias al concepto de continui-
dad. Muy a menudo utulizaremos el Teorema 1.15 para mostrar la continui-
dad de una funcién.

Teorema 1.14. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcién. Entonces f es continua si y solo si f~[V] € Tx para todo V € 1y.

Se puede consultar una demostraciéon para el teorema anterior en [10,
Teorema 18.1, pag 118].

Teorema 1.15. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos, By base para Ty
y f: X =Y una funcién. Entonces f es continua si y solo si f~[B] € Tx
para todo B € By .

El resultado antes mencionado se puede verificar en [10, pag 117].

Proposicién 1.16. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos, f: X =Y
una funcion continua y B CY. Se satisfacen las siguientes condiciones:

CL) f_l[IntyB] - Intxf_l[B].
b) Clxf'[B] C f[ClyB].
c) Frxf~'[B] C f~'[Fry B].
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Demostracion. a) Dado que f es una funcién continua sabemos que
f~YInty B] € 7x. Con esto y las proposiciones 1.10 y 1.11, concluimos que
f_l[IIltyB] = Intxf_l[hltyB] - IntXf_l[B].

La prueba del inciso b) se puede consultar en [4, Teorema 8.3, pag 79]. El
inciso ¢) se sigue de la defincién y del inciso b).
O

Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién.
Decimos que f es abierta si f(U) € 1y para todo U € 7x.

En el desarrollo de todos los capitulos emplearemos la siguiente proposi-
cién para mostrar que una funcién sea abierta

Proposicién 1.17. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos, Bx base para
x y [ X = Y una funcion. Entonces [ es abierta si y solo si f(B) € 1y
para todo B € Bx.

Demostracion. Por la definicién de funcién abierta sélo basta probar que para
U e 1x, f(U) € 1y, siempre que f(B) € 1y para todo B € Sx. Seay € f(U).
Entonces existe € U tal que f(z) = y. Dado que [Sx es base para X, se
tiene que existe B € fx tal que z € B C U. Asi y € f(B) C f(U). Sabemos
que f(B) € 1y. Por tanto y € Inty f(U). Concluimos que f(U) C Inty f(U),
lo que demuestra que f(U) € 7y.

O

Sean (X, 7x) v (Y, 7y) espacios topolégicos y f: X — Y una funcién. Se
dice que f es un homeomorfismo si:

a) f es biyectiva
b) f es continua

c) f71:Y — X es una funcién continua.

El siguiente teorema muestra una caracterizacion de los homeomorfismos.
La demostracion de tal resultado se puede consultar en [4, Teorema 12.2, pag.
89

Teorema 1.18. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos y f : X — Y
una funcion biyectiva. La siguientes proposiciones son equivalentes:
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a) f es un homeomorfismo.

b) f es continua y abierta



Capitulo 2

Formas débiles de funciones
abilertas

2.1. Clases de formas débiles de funciones
abiertas

Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. Si f : X — Y es una funcién
continua y suprayectiva, decimos que f es:

a) Abierta si {f(U):U € 1x} C1y

b) Inductivamente abierta si existe un subespacio Z de X tal que
f(Z) =Y y f|z es abierta

¢) Casi abierta si para cada y € Y, existe x € f~![y] tal que
y € Winty f(U) :x € U € 7x}

d) Pseudo abierta si para cada y € Y, se cumple que y € Inty f(U) para
cada U € 7x tal que f~!y] C U € 7x.

e) Cociente si {VCY : f7l[V]erx} Cry

f) Semi abierta si {Inty f(U):U € 7%} C 7+

g) Denso abierta si paratodo U € 7y, existe V' € 1y tal que Cly f(U) =
V.

13
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El siguiente resultado muestra la relacién directa entre las clases de fun-
ciones anteriormente mencionadas.

Teorema 2.1. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Se verifican las siguientes proposiciones.

a) Si f es abierta, entonces f es inductivamente abierta.

b) Si f es inductivamente abierta, entonces f es casi abierta.
c) Si [ es casi abierta, entonces [ es pseudo abierta.

d) Si f es pseudo abierta, entonces f es cociente.

e) Si f es abierta, entonces f es semi abierta.

f) Si f es abierta, entonces f es denso abierta.

Demostracion. a) Supongamos que f es una funcién abierta. El subespacio
Z = X cumple que f(Z) =Y y f|z = f es una funcién abierta. Por lo tanto,
f es inductivamente abierta.

b) Ahora supongamos que existe Z C X tal que f(Z) = Y y f|z es
abierta. Sea y € Y. La hipotesis nos garantiza la existencia de z € Z tal que
f(x) = y. Por tanto = € f~![y]. Ahora, sea U € 7x tal que x € U. Entonces
relUNZ ety Conloquesetieney = f(z) € f(UNZ)=Inty f(UNZ) C
f(U). Por tanto, y € Inty f(U). Esto demuestra que f es casi abierta.

¢) Supongamos que f es casi abierta. Sean y € Y y V € 7y tal que
f7y] € V. Sabemos que existe z € f~![y] tal que y € Inty f(U) para todo
U € 7x tal que x € U. Dado que = € V| se tiene que y € Inty f(V'). Con lo
que se concluye que f es pseudo abierta.

d) Sean V C Y tal que f~![V] € 7x y y € V. Entonces f~![y] C f~'[V].
De suponer que f es pseudo abierta, se obtiene que y € Inty f(f7[V]) =
Inty V. Por tanto V' C Inty V. De las Proposiciones 1.11 y 1.10 se sigue que
V' € 7y. Esto prueba que las funciones pseudo abiertas son funciones cociente.

e) Supongamos que f es abierta. Si U € 7%, entonces f(U) € 73 y por
tanto, Inty f(U) # 0. Es decir, f es semi abierta.
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f) Sea U € 7x. De suponer que f es abierta, tenemos que f(U) € 1y. Sea

V = f(U). Entonces V € 1y es tal que Cly f(U) = V. Concluimos que f es
denso abierta.

]

Proposicidon 2.2. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. Si f : X —Y
es una funcion cociente e inyectiva, entonces f es abierta.

Demostracién. Sea U € Tx. Como [ es inyectiva, se tiene que f~![f(U)] = U.
Dado que f es cociente, concluimos que f(U) € 7y. Esto prueba que la
funcién f es abierta.

O]

Corolario 2.3. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. Si f : X — Y es
una funcion inyectiva y f es pseudo abierta o casi abierta o inductivamente
abierta, entonces f es abierta.

Mas adelante veremos que si f es inyectiva y semi abierta 0, inyectiva y
denso abierta, no siempre se cumple que f sea una funcién abierta.

2.2. Ejemplos de clases de formas débiles de
funciones abiertas

A continuacién presentamos ejemplos de cada una de las clases de fun-
ciones previamente mencionadas y ejemplos que muestran que el inverso de
cada proposicién en el Teorema 2.1 no se cumple.

Ejemplo 2.4. Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio topoldgico discreto
y [+ X — Y una funcion continua y suprayectiva. Se tiene que f es una
funcion abierta.

Ejemplo 2.5. Sean X un espacio indiscreto y 'Y un espacio topolégico. Si
f: X =Y esuna funcion continua y suprayectiva, entonces f es una funcion
abierta.

Ejemplo 2.6. Sean X un conjunto y p € X. Definimos la topologia para X
como 7x, = {0} U{V C X : p € V}. Si existen un conjunto Y y una funcion
suprayectiva f : X =Y, entonces f: (X,7x,) = (Y, 7y, ) es abierta.
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Notemos que si V' # () € 7y, , entonces f(p) € V, por lo que p €
f7'V] € 7x,. Lo que garantiza que la funcién f es continua. Por otro lado,
sea U € 7x,, U # ). Entonces p € Uy asi f(p) € f(U) € 7y, Esto muestra
que f es una funcién abierta.

Ejemplo 2.7. Sean X = {1,2,3,4}, Y = {0,1}, 7x = {A C X : 4 ¢
AYU{X} y 1y ={0,{0},Y}. Definimos f : X =Y como:

0, stx=1,3
fz) = {1, stz =24

Veremos que f es inductivamente abierta pero no abierta.

Como podemos observar nuestra funcién es continua y suprayectiva. No-
temos que el subespacio Z = {1,4} satisface que f(Z) = Y. Ademss,
7 = {0,{1},Z} y f(W) € 7y para cada W € 71z. Esto muestra que f
es una funcién inductivamente abierta. Por otro lado, se tiene que {2} € 7y,
pero f({2}) = {1} ¢ 7v. Es decir, f no es una funcién abierta.

Ejemplo 2.8. Consideremos X = (R x {0})U ({0} x R) como subespacio de
R2. La funcién o : (X, 17y) = (R, 1r) definida por o(x,y) = = es una funcion
inductivamente abierta pero no abierta.

Notemos que o es suprayectiva. Ahora, sean a,b € R tales que a < b.
Obsérvese que o [(a,b)] = (a,b) x {0} € 7x si 0 ¢ (a,b) y o7 [(a,b)] =
((a,b) x {0}) U ({0} x R) € 7x si 0 € (a,b). De lo anterior y del Teore-
ma 1.15 se tiene que o es continua. Consideremos Z = R x {0} C X. Asi,
o(Z) = R. Sean W € 14 y y € o|z(W). Entonces, existen a,b € R tales
que a < by (y,0) € (a,b) x {0} C W. Por tanto, y € (a,b) C o|z(W).
Dado que (a,b) € 7g, se tiene que y € Intgo|z(W). Con lo que o|z(W) € m&.
De la Proposicién 1.17 se sigue que o|z es una funcién abierta y por tanto,
inductivamente abierta. La funcién ¢ no es abierta puesto que para n € N,
se tiene que {0} x (n,n + 1) € 7x, pero f({0} x (n,n+ 1)) = {0} ¢ 7.

Ejemplo 2.9. Denotemos por 8 = {{(x,y)} : (z,y) € R} x # y} U {(z —
e,x+¢) x{z} : x € Rie > 0}. Sea 75 la topologia de R? generada por
B. Observemos que para z,y € R, con © # vy, el punto (x,y) es aislado en
(R?,75). Definimos pu : (R*,75) — (R, &) como u((x,y)) = . Probaremos
que | es casi abierta, pero no inductivamente abierta.
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Nétese que p es suprayectiva. Ahora, sean a,b € R tales que a < b. Ob-
servemos que pu'(a,b)] = {(z,y) € R* : p(x,y) € (a,0)} = {(z,y) € R? :
z € (a,b)} = (a,b) x R € 73. Es decir, p es una funcién continua. Por otro
lado, sean x € R y U un subconjunto abierto de (R? 73) tal que (z,z) € U.
Entonces existe € > 0 tal que (z,2) € (x —€,2 +¢) x {z} C U. Por tanto,
z € (x—e,x+€) C pu(U). Con lo que se tiene que = € Intgu(U). Esto prueba
que p es casi abierta.

Por otro lado, sea Z un subespacio de (R?, 75) tal que u(Z) = R. Vere-
mos que p|z no es abierta. Si existen z,y € R tales que x Zy y (z,y) € Z,
entonces {(z,y)} € 7z, pero p({(z,y)}) = {z} ¢ . Por lo que podemos
suponer que Z C {(x,z) : z € R}. Dado que u(Z) = R, tenemos que
Z ={(z,z) : x € R}. Nétese que si x € R, entonces para todo € > 0 se tiene
que ZN[(x —ex+e€) x {z}] ={(z,2)} € 72, pero u({(z,2)}) = {x} ¢ .
De lo anterior se concluye que p|z no es inductivamente abierta.

Ejemplo 2.10. Consideremos a X = {(1/n,m) : n,m € N}U({0} xN) como
subespacio de R?. Sea Y = {(1/n,m/n) : n,m € N} U {(0,0)} subconjunto
de R?. Definimos f : X — Y dada por f(x,y) = (z,zy). Dotemos a 'Y con
la topologia cociente determinada por la funcion f. Concluiremos que f es
pseudo abierta, pero no casi abierta.

Para cumplir con este fin, demostraremos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 2.11. Si O C Y, entonces (0,0) € Inty O si y solo si existe una
sucesion {stren C N tal que {(0,0)} U{(1/n,k/n):n > s} C O para todo
ke N.

Demostracion. =) Supongamos que (0,0) € Inty O. Entonces existe W € 1y
tal que (0,0) € W C O. Se tiene que {0} x N = f~1[(0,0)]. Por tanto,
{(0,k) : k € N} C f7YW] € 1py. Para cada k € N, dado que la sucesién
{(1/n, k) }nen converge a (0,k) en R?, se tiene que existe s, € N tal que
{(0,k)} U{(1/n,k) : n > s} C f~1W] (Figura 2.2). Con lo que se obtiene
que F({(0,5)} U{(1/n, k) : n > si}) = {000} U{(1/m /) : n > si} C
W C O para cada k € N.

<) Supongamos que existe una sucesion {sxreny C N tal que {(0,0)} U
{(1/n,k/n) :n > s} C O paracada k € N. Se tiene que f~![(0,0)] = {0} xN
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Figura 2.1:

y para cada k € N, f1[{(1/n,k/n) : n > s;}] = {(1/n, k) : n > s;}. Por
tanto, f~1[{(0,0)}U{(1/n,k/n):n > s,k € N} = {(0,k)}u{(1/n,k) : n >
sk, k € N}, el cual es un subconjunto abierto del subespacio X. Esto implica
que {(0,0)}U{(1/n,k/n) :n > si, k € N} € 1y. Asi, (0,0) € IntyO. O

Observemos que la funcién f es suprayectiva. Debido a que Y fue dotado
de la topologia cociente determinada por f, se tiene que f es continua. Por
otro lado, sean k,w € N. Se tiene que f~'[(1/k,w/k)] = {(1/k,w)} € 7.
Con lo que {(1/k,w/k)} es un subconjunto abierto de Y. Por lo tanto, pa-
ra cada y € Y \ {(0,0)} tenemos que y € Inty f(V) para todo V € 7
tal que f~'[y] C V. Ahora, sea V € 7 tal que f71[(0,0)] € V. Dado que
F7H(0,0)] = {(0,k) : k € N}, se tiene que para cada k € N existe s, € N
tal que {(0,k)} U {(1/n,k) : n > s} CV C ff(V)]. Esto implica que
{(0,0)} U{(1/n,k/n) : n > sx} C f(V) para cada k € N. Por tanto, de la
Afirmacién 2.11 se obtiene que (0,0) € Inty f(V).

Ahora veamos que f no es casi abierta. Sea x € f~![(0,0)]. Notemos que
x = (0,m) para algin m € N. Sea V = {(1/n,m) : n € N} U{(0,m)} € 1p.
Supongamos que (0,0) € Inty f(V). De la Afirmacién 2.11 se sigue que
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existe una sucesién {si}ren € N tal que para cada k € N, se cumple que

{(0,0) U{(1/n,k/n) :n = s} € f(V) = {(0,0)} U{(1/n,m/n) : n € N},

lo cual es absurdo.

Ejemplo 2.12. Consideremos la recta real dotada con la topologia generada
por la subbase = {[a,b) : a,b € R a < b}. Dicha topologia es conocida
como la topologia de Sorgenfrey. Sea g : (R, Tgory) — (]0,00),71/), definida
por g(x) = z*. Veremos que g es pseudo abierta, pero no casi abierta.

Obsérvese que ¢ es suprayectiva. Por otro lado, note que si a,b € R, ta-
les que 0 < a < b, entonces g7 1[[0,a)] = (—v/a,v/a) € Tsorg ¥ 9 '[(a,b)] =
(—Vb, —/a)U(v/a, Vb) € Tsory. Esto garantiza que g es continua. Ahora, sean
y € (0,00) y U € Tgorg tales que g~ '[y] = {—/y,/y} C U. Entonces existen
a,beRtalesquea <0<by —\/y €[—y,a) CUy y<[/y,b) CU.Asi,
y € 9([—v¥y,a)) Ug([yy,b) = (a®,y] U [y,0?) = (a®,b?) C g(U). Dado que
(a?,b?) € 7y, se tiene que y € Intyg(U). Ahora, sea U € Tgor, tal que 0 € U.
Entonces existe a € R tal que 0 € [0,a) C U. Por tanto, 0 € [0,a?) C g(U).
De donde, 0 € Inty g(U). Concluimos que g es pseudo abierta.

Finalmente, sea y € (0,00). Notemos que para —/y € g '[y] existe
a€Rtalquea <0y —\/y € [=\/Y,a) € Tsorg, Pero y & Intyg([—+/y,a)) =
Inty (a®,y] = (a?,y). Ahora, para \/y € g '[y] existe a > 0, tal que /y €
[\, a) € Tsorg, Pero y ¢ Intyg([/y,a)) = Inty [y, a®) = (y, a*). Esto muestra
que para y € (0,00) no existe z en g~1[y] tal que y € Intyg(U) para todo
U € Tsorg tal que z € U. Asi que g no es casi abierta.

Ejemplo 2.13. Consideremos a X = {(1/n,m) : n € Nym € NU{0}} U
({0} x N) U {(0,0)} como subespacio de R* y Y = {(1/m,1/n) : n,m €
N} U {(1/n,0) : n € N}U{(0,0)} subconjunto de R?. Definimos f: X — Y

como:
1/y,z), siy#0
flagy={ G0k st 7
(,y), siy=0
Dotemos a'Y con la topologia cociente determinada por f. Asi f es cociente.

Mostraremos que f no es pseudo abierta.

Observemos que f~![(0,0)] = {(0,0)}. Sea V' = {(0,0)} U {(1/n,0) :
n € N}. Entonces f71[(0,0)] C V € 7y y f(V) = V. Supongamos que
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(0,0) € Inty f(V). Sea W € 7y tal que (0,0) € W C f(V). Nétese que
W # {(0,0)}. Por lo que existe k € N tal que (1/k,0) € W (Figura 2.2).
Asi, f7(1/k,0)] = {(1/k,0),(0,k)} C f~[W]. Dado que f~[W] es abierto
en X, existe N € N tal que (1/n,k) € f~'[W] para todo n > N. Por tanto,
f((1/n,k)) = (1/k,1/n) € W C f(V) = V para todo n > N, lo cual es

absurdo. Concluimos que f no es una funcién pseudo abierta.

Ejemplo 2.14. Sean N* = NU {0} y v = {{0,1,2,3,....,n} : n € N} U
{N*,0}. Definimos h : (R, Tsorg) — (N*,7n+), dada por h(r) = ||r||, donde
||r|] representa la parte entera del valor absoluto de r, es decir, h asigna a
r el mayor numero entero igual o menor que el valor absoluto de r. Veremos
que h es cociente, pero no pseudo abierta.

Obsérvese que h es suprayectiva. Ahora, seann € Ny W ={0,1,2,3,...,n}.
Notemos que h'[W] ={z € R: 0 < |[z]] <n} ={r eR:|z] <n+1} =
(—=(n+1),n 4+ 1) € Tgorg. Con esto se tiene que h es una funcién continua.
Ahora veremos que h es cociente. Sea W C N* tal que h™'[IV] € Tsorg- D€
m € W. Probaremos que {0,1,2,3,...,m} C W. Supongamos que existe
0<k<mtalquek €W, perok—1¢W. Como k € W, entonces h~'[k] =
{reR:||z]]=k}={r eR:k < |z| <k+1} C h ' [W]. En particular
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se tiene que —k € h™1[k]. Por tanto, existe a € R tal que —k < a < —k+1
y —k € [=k,a) C h~[W]. De esto tltimo, es posible hallar r € R tal que
r € (=k,a) C h=YW]. Asf, h(r) = ||r]] = k=1 € (W7 Y{W]) = W, lo
cual nos lleva a una contradiccién. Por tanto {0,1,2,3,...,n} C W para cada
n € W, es decir, W € 7.

Por otro lado, notemos que para nimeros naturales n > 2 se tiene que
hln]={zeR:||z|]] =n}={zeR:n<|z] <n+1}. Sea U = {x €
R:n—1 < |z|] < n+ 2} un subconjunto abierto de (R, 7sory) que contiene
a la imagen inversa de n bajo h. Asi, h(U) = {n — 1,n,n + 1}, para el cual
n ¢ Inty-h(U). Es decir, h no es una funcién pseudo abierta.

Ejemplo 2.15. Consideremos a X = [0,27], Y = {(sen t,cos t) e R* : t €
[0,27]} como subespacios de R y R? respectivamente. Definimos f: X — Y
como f(t) = (cos t,sen t). Veremos que f es semi abierta pero no abierta.

Notese que f es suprayectiva. De la continuidad de las funciones sen y
cos se sigue que f es continua. Ahora, observemos que para cualquier sub-
conjunto abierto U no vacio de X existen 6, ¢ en [0, 27| tales que (0, ¢) € U.
Asi, f((0,¢)) C f(U). Dado que la imagen bajo f de (6, ¢) es un subconjunto
abierto no vacio de Y, se tiene que Inty f(U) € 75. Concluimos que f es semi
abierta.

Por otra parte, se tiene que f no es abierta puesto que la imagen bajo
f de los subconjuntos abiertos en X de la forma [0,6) con # € (0,7) no
contienen a f(0) = (cos (0), sen (0)) = (1,0) en su interior.

Ejemplo 2.16. Sea X un conjunto infinito no numerable. Definimos para
X la topologia cofinita como T, = {V C X : X \ 'V es finito} U {0}
y la topologia conumerable como Teon, = {V C X : X\ V es a lo mas
numerable} U {0}. La funcion identidad Ix : (X, Teon) — (X, Teof) €s denso
abierta, pero no abierta.

Observemos que Ix es continua y suprayectiva. Ahora, sea U € Ty,. Si
existe W € 7.5 tal que que UNW = (), entonces U C X \ W, lo que implica
que U es un subconjunto finito de X. Esto nos lleva a que X es un conjunto
numerable, lo cual no es cierto. Por tanto, U N W # () para todo W € 7.y,
es decir, Clx, U = X. Asf que si V' = X considerado como subconjunto
abierto de (X, 7.r), se tiene que ClyIx(U) = ClyU = V. Esto prueba que
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Ix es una funcién denso abierta.

Por otro lado, se tiene que Ix no es abierta puesto que existen subcon-
juntos de X cuyo complemento es infinito numerable.

2.3. Caracterizaciones de formas débiles de
funciones abiertas

2.3.1. Caracterizacion de funciones abiertas

Teorema 2.17. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topoldgicos y f : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Las siquientes proposiciones son
equivalentes:

a) [ es abierta.

b) Inty B = f(Intx f~'[B]) para todo B C Y.
c) Intx f~YB] = f~![Inty B] para todo B C Y.
d) Clxf~'[B] = f~![ClyB] para todo B CY.
e) Frx f~'[B] = f~'[Fry B] para todo B C Y.

Demostracion. a) = b) Supongamos que f es una funcién abierta. Sea
B CY. De la continuidad de f tenemos que f~![Inty B] C Intx f~![B]. Asi,
f(f~'Inty B]) = Inty B C f(Intx f~'[B]). Por otra parte, de la hipdtesis se
sigue que f(Intxf~![B]) = Inty f(Intx f~'[B]) C Inty f(f '[B]) = IntyB.
Por tanto, Inty B = f(Inty f~'[B]).

b) = ¢) Sea B C Y. La continuidad de f nos garantiza que f~![Inty B] C
Intx f~'[B]. Por otra parte, como Intx f~'[B] C f~![f(Intxf~*[B])], de la
condicién b) se sigue que Intx f~1[B] C f~![Inty B]. Por lo que f~![Inty B] =
Intxf_l[B].

¢) = d) Sea B C Y. De la Proposicién 1.11 se sigue que:

Clof'[B] = X \Intx(X \ /~'[B))
— X\ Intx(f~'[V'\ B)).
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De lo anterior y de la hipdtesis concluimos que:

Clx f~[B] = X\f HInty (Y'\ B)]
= [TV \Inty (Y \ B)]
= f‘l[ClyB].

d) = e) Sea B C Y. Se tiene que:

fﬁl[FI‘yB] = f71[01yB N Cly(y \ B)]
= f7ClyB]n f7Cly(Y \ B)].

De lo anterior y de la hipdtesis obtenemos que:

[Py Bl = Clef ! [BINClx f [Y \ B]
= Clef BN Cle(f Y]\ f[B])
= Clef'[B]NClx(X \ f~[B])
= Frxf~ [B}

e) = a)Sean U € 7x y y € f(U). Por tanto, existe x € U tal que f(x) =

y. Supongamos que y ¢ Inty f(U). Entonces y € Cly f(U) \ Inty f(U) =
Fry f(U). De la condicién e) se sigue que = € Fry f~1[f(U)] = Clx f~[f(U)]\
Intx f~[f(U)]. De lo que se deduce que x ¢ U, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, f(U) C Inty f(U) y asi f(U) € 7y. Concluimos que f es abierta.
[

2.3.2. Caracterizacion de funciones inductivamente
abiertas

Teorema 2.18. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topoldgicos y f : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) [ es inductivamente abierta.

b) Existe Z C X tal que f(Z) =Y eIntz(Z N f7'[B]) = Z N f~[Inty B]
para todo B CY.

¢) Eziste Z C X tal que f(Z) =Y y Clz(Zn f71[B]) = Zn f~![ClyB]
para todo B CY.
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d) Eziste Z C X tal que f(Z) =Y yFrz(Z N f7YB|) = ZnN f~![FryB]
para todo B CY.

Demostracion. a) = b) Supongamos que existe Z C X tal que f(Z) =Y y
f|z es abierta. Afirmamos que Z es el subespacio que cumple la proposicién
b). Sea B C Y. Dado que f|z es abierta, se tiene que:

f(Intz(Z N f71[B])) Inty f(Intz(Z N f~[B]))
Inty f(Z N f~1[B])
Inty (Y N B)

IIltyB.

1NN

Lo anterior implica que Intz(Z N f~![B]) € Z N f~![Inty B]. Por otro lado,
obsérvese que Z N f~[Inty B] = Intz(Z N f~![Inty B]) C Intz(Z N f~[B]).
Concluimos que Intz(Z N f~1[B]) = Z N f~[Inty B].

b) = c¢) Ahora supongamos que existe Z C X tal que f(Z) =Y y si
B C Y, entonces se cumple que Intz(Z N f~YB]) = Z N f~[Inty B]. Asi
que para mostrar que la proposicién c) es verdadera es suficiente probar que
para cada B C Y, Clz(Z N f7'[B]) = Z N f7}[ClyB]. Sea B C Y. De las
proposiciones 1.11 y 1.2 se sigue que:

ZAfClyBl = ZNfY \Inty (Y \ B)]
= ZN(X\ [ Inty (Y \ B)])
= Z\(Zn fHInty (Y \ B)]).

Lo anterior y la hipétesis implican que:

ZAfCly Bl = Z\Inty(ZN f-1[V \ B))
= Z\Intz(ZN (X \ f7'[B])
= Z\Intz(Z\ (Zn fB]))

¢) = d) Por ¢), sabemos que existe Z C X tal que f(Z) = Y y
Clz(Znf~'[B]) = Zn f~[Cly B] para cada subconjunto B de Y. Sea B C Y,
entonces:

Z N f_l[FryB] = ZnN f_1[01yB N Cly(Y \ B)]

= Zn(fCly BN f[Cly(Y'\ B)))
= (ZnfCyB)N(Zn fTHCly (Y \ B)])
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Esto ultimo y la hipdtesis implican que:

ZN [ FryB] = Clz(Zn fHB))NClz(Z N 1Y\ B])
= Clz(Zn fAB])NClz(Zn (X \ f[B])
= Clz(Zn fHB))NClz(Z\ (Z N f7Y[B])
= Frz(Zn f71B]).

d) = a) Tenemos que existe Z C X tal que f(Z) =Y y Frz(ZNf~'[B]) =
Z N f~YFry B] para todo B C Y. Veremos que f|z es abierta. Sea W € 7.
Supongamos que existe y € f(W) tal que y ¢ Inty f(W). Entonces y €
Cly f(W) \ Inty f(W) = Fry f(W). Por otro lado, existe x € W tal que
f(x) =y. Dado que W C Z, entonces z € ZN f~![Fry f(W)]. De la hipétesis
se sigue que x € Frz(Z N f7f(W)]) = Clz(Z n f7f(W)]) \ Intz(Z N
F7Hf(W)]). Esto implica que x ¢ W, lo cual es una contradiccién. Por tanto
f(W) C Inty f(W). Concluimos que f es inductivamente abierta.
[

2.3.3. Caracterizacion de funciones casi abiertas

Teorema 2.19. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topolégicos y f : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Las siquientes proposiciones son
equivalentes:

a) [ es casi abierta.

b) Para todoy €Y, existe v € f~[y] tal que si BCY yx € Intx f1[B],
entonces y € Inty B.

c) Para todo y € Y, existe v € f~'[y| tal que si B CY yy € ClyB,
entonces x € Clx f~1[B].

d) Para todo y € Y, existe x € f~y] tal que si B CY yy € FryB,
entonces x € Frx f~[B].

Demostracion. a) = b) Supongamos que f es casi abierta. Sea y € Y. Sa-
bemos que existe z € f~![y] tal que y € Inty f(U) para todo U € 7x tal
que x € U. Veamos que z cumple la condicion deseada. Sea B C Y tal que
r € Intx f~![B]. Entonces, de la hipdtesis se sigue que y € Inty f(Intx f~![B])
- Intyf(fil[B]) = Inty B.
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b) = ¢) Sea y € Y. Sabemos que existe z € f[y] tal que si B C YV
y x € Intx f~![B], entonces y € Inty B. Afirmamos que z satisface el inci-
so ¢). Sea B C Y tal quey € ClyBy U € 7x tal que x € U. Dado que
x € U CIntxf!f(U)], la hipdtesis garantiza que y € Inty f(U). Por tanto
Inty f(U) N B # (), con lo que se tiene que U N f~1[B] # (). Concluimos que
S Cle_l[B]

¢) = d) Seay € Y. Tenemos que existe z € f~[y] tal que x € Clx f~![B]
para todo B C Y tal que y € Cly B. Sea B C Y tal que y € Fry B. Entonces
y € ClyBN Cly(Y \ B). De lo anterior se obtiene que z € Clxf~!'[B] N
Clxf Y \ B] = Clxf'[B]n Clx (X \ f7'[B]). Es decir, z € Frx f~![B].

d) = a) Sea y en Y. De la hipétesis se tiene que existe z € f~[y] tal
que x € Fryf![B] siempre que y € FryBy B C Y. Sea U € 7x tal que
x € U. Supongamos que y ¢ Inty f(U). Entonces y € Cly f(U) \ Inty f(U) =
Fry f(U). Asi que © € Frx f7'[f(U)] = Clx f7[f(U)] \ Intx f~1[f(U)]. Esto
implica que x ¢ U, lo cual es una contradiccién. Por tanto, y € Inty f(U).
Esto demuestra que f es casi abierta.

O

2.3.4. Caracterizacion de funciones pseudo abiertas

Teorema 2.20. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topoldgicos y f : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es pseudo abierta.

b) IntyB={y €Y : f'y] C Intxf'[B]} para todo BCY.
c¢) ClyB = f(Clx f~*[B]) para todo BCY.

d) Fry B C f(Cly f~'[Y \ B]) para todo B C Y.

Demostracion. a) = b) Supongamos que f es pseudo abierta. Sean B C Yy
y € Inty B. Entonces f~'[y] C f~![Inty B] C Intx f~'[B]. Esto implica que
IntyB C {y € Y : f'y] C Intxf'[B]}. Por otro lado, sea y € Y
tal que f~'[y] C Intxf~'[B]. Por ser f pseudo abierta se tiene que y €
Inty f(Intx f~'[B]) C Inty f(f~'[B]) = Inty B. Por tanto, se satisface que



27

IntyB={y €Y : f 1y CIntxf'[B]}.

b) = ¢) Sean B C Y yy € Y tal que y € ClyB. Supongamos que
Sy N Clxf'[B] = 0. Entonces f~'ly] € X \ Clxf'[B] =
Intx (X \ f7[B]) = Intx f[Y \ B]. De b), se obtiene que y € Inty (Y \ B).
Esto y la eleccién de y implican que Inty (Y \ B) N B # 0, lo cual es una
contradiccion. Asi, f~1[y] N Clxf~'[B] # 0. Por lo que existe z € f~![y]
tal que * € Clxf~'[B]. Asi, f(z) = y € f(Clxf ![B]). Por otra parte,
la continuidad de f nos garantiza que Cly f~'[B] C f~![Cly B]. Por consi-
guiente, f(Clxf~'[B]) € f(f~'[ClyB]) = ClyB. Concluimos que Cly B =
f(Clx f7Y[B]).

¢) = d) Sean B CY yy € FryB. Entonces y € Cly BN Cly(Y \ B).
De ¢), se sigue que y € f(Clxf~'[Y \ B]). Lo que implica que FryB C
f(Clx f7HY\ BY).

d) = a) Sean y € Y y U € 7x tal que f~![y] C U. Supongamos que

y ¢ Inty f(U), entonces y € Cly f(U) \ Inty f(U) = Fry f(U). Esto y la

hipétesis implican que f~![y] N Clx (X \ f7[f(U)]) # 0. Por tanto, existe

r € f7'y] tal que z € Clx(X \ f7![f(U)]). Dado que x € U, se tiene

que U N (X \ f7LHf(U)]) # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
y € Inty f(U). Concluimos que f es pseudo abierta.

[

2.3.5. Caracterizacion de funciones cociente

Sean (X, 7x) v (Y, 7y) espacios topolégicos y f : X — Y una funcién.
Definimos U = {U € 7x : f[f(U)]=U}y O ={0 C X : O es subconjunto
cerrado de X y f~1[f(O)] = O}.

Lema 2.21. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos, f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva y A C X. Entonces A € U si y solo si
X\AecO0.

Demostracion. =) Supongamos que A € Y. Entonces A € x y [7![f(A)] =
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A. Asi X \ A es cerrado en X. Ademas, se tiene que:

FHAX\A)] B

Concluimos que X \ A € O.

<) Sea A C X tal que X \ A € O. Asi fHf(X\A)] =X \Ay
X\ (X\A) =Ac 7x. Ademsds se tiene que:

A= AN (XN A)]
= TN\ A))]
= [T\ X\ A)
= YT\ AKX\ A)
= X\ [ f(X\A)
= X\ (X\4)
= A
Lo anterior prueba que A € U. H

Lema 2.22. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topologicos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

a) [ es cociente.
b) v = {f(U): U eU).
¢) El conjunto Cy de cerrados en'Y es {f(O) : O € O}.

Demostracion. a) = b) Sea U € U. Entonces [ [f(U)]=Uy f(U) CY es
tal que f~[f(U)] € 7x. Dado que f es cociente, se tiene que f(U) € 1y. Por
otro lado, sea V' € 7y. De la continuidad de f se sigue que f~'[V] € 7x.
Notemos que ff(f7'[V])] = f~'[V]. Por tanto f~'[V] € U. Ademéds
f(f7V]) = V. Esto implica que V € {f(U) : U € U}.

b) = ¢) Sea O € O. Del Lema 2.21 se sigue que X \ O € U. Observe
que X\ O = f7UY]\ f7Hf(O)] = f7HY \ f(O)]. De b) se obtiene que
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FUFY \ f(O)]) = Y\ f(O) € 7v. Lo que implica que f(O) es un sub-
conjunto cerrado de Y. Por otro lado, si @ € Cy, entonces Y \ @ € 7y.
Por lo que Y \ @Q = f(U) para algin U € U. Del Lema 2.21 se tiene que
X\U € 0. Ademés f(X\U) = f(f[YI\fAO)]) = f(fTIYV\FU)]) =
Y\f(U)=Y\(Y\Q) = Q. Con lo que se concluye que Q € {f(O) : O € O}.

¢) = a) Finalmente, sea V C Y tal que f~'[V] € 7x. Notemos que
X\ V] = fT' Y\ V]es cerrado en X y f[f(f ' Y \V])] = fTIY\V].
Ast f7HY \ V] € O. De ¢) se sigue que f(f~HY \V])=Y \V €Cy. Por lo

tanto, V' € 1y, es decir, f es una funcién cociente. O

Teorema 2.23. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topolégicos y f : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Las siguientes proposiciones: son
equivalentes

a) [ es cociente.

b) Inty B = {y € B : existe U € U tal que f~'[y] C U C f~'[B]} para
todo B CY.

¢) ClyB={yeY : fy|NnO # 0 para todo O € O tal que f~*[B] C O}
para todo B CY.

d) FryBC{yeY : fy|NnO # 0 para todo O € O tal que X\ f~'[B] C
O} para todo B CY.

Demostracion. a) = b) Supongamos que f es cociente. Sea B CY yseay €
Inty B. Del Lema 2.22, se tiene que existe U € U tal que Inty B = f(U). Por
tanto, f~'[y] C f7f(U)] = U C f~YB]. Por otro lado, sea y € B tal que
existe U € U tal que f~'[y] C U C f~'[B]. Entonces, y € f(U) C B. Del
Lema 2.22 se sigue que f(U) € 7y. Esto implica que y € Inty B. Por tanto,
Inty B = {y € B : existe U € U tal que f~'[y] CU C f~![B]}.

b) = c¢)Sean BCY,0 € Otalque f~'[B] C Oyy € ClyB. Supongamos
que f~Hy]NO = 0. Entonces f~'[y] C X\O C X\ f~[B] = f'[Y\B]. De
la hipdtesis y del Lema 2.21, se sigue que y € Inty (Y'\ B) = Y\ Cly B, lo que
nos lleva a una contradiccion. Por tanto, f~[y] N O # (). Por otro lado, sean
y €Y tal que f~y]|NO # 0 para todo O € O tal que fI[B]COy W €1y
tal que y € W. Supongamos que WN B = (). Entonces B C Y\ W, por lo que
f7YB] € X\ f7W]. Por otra parte, de b) se tiene que existe U € U tal que
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[yl CU C f~YW]. Esto implica que f'[B] C X \ f7}{W] C X \U € O.
Por tanto, f~'[y] N (X \ U) # 0, lo cual es una contradiccién. Concluimos
que y € Cly B.

¢) = d) Sea B C Y. Entonces FryB = Cly BN Cly (Y \ B). De ¢) con-
cluimos que FryB C {y € Y : f7l[y] N O # 0 para todo O € O tal que
X\ f7[B] €O}

d) = a) Sean V C Y tal que f~![V] € 7x y y € V. Supongamos que y ¢
Inty V. Asi, y € ClyV \ Inty'V = Fry V. Note que X \ f~'[V] € O. Esto y el
inciso d) implican que f~[y]N(X\ f~![V]) # 0, lo cual es una contradiccion.
Por tanto y € IntyV, con lo que se tiene V' C Inty V. Concluimos que f es
una funcién cociente. O

2.3.6. Caracterizacion de funciones semi abiertas

Teorema 2.24. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topologicos y f : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Las siquientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es semi abierta.
b) Si BCY es tal que Inty B =), entonces Intx f~'[B] = 0.
¢) Si B es un subconjunto denso en'Y, entonces f~'[B] es denso en X.

d) Si BCY es tal que Fry B = Cly B, entonces Fry f~'[B] = Clx f~![B].

Demostracién. a) = b) Sea B C 'Y tal que Inty B = (. Si Intx f~![B] # 0,
entonces por ser f semi abierta se tiene que () # Inty f(Intxf '[B]) C
Inty f(f~'[B]) = Inty B, lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tan-
to, Intx f~![B] = 0.

b) = ¢) Sea B C Y tal que Cly B =Y. Como Cly B = Y'\Inty (Y'\ B), en-
tonces Inty (Y \ B) = 0. De a) se sigue que Intxf '[Y \ B]
Intx (X \ f7'[B]) = 0. Esto implica que Cly f'[B] = X \Intx (X \ f7'[B]) =
X.



31

¢) = d) Sea B C Y tal que FryB = ClyB. Dado que FryB = Cly B \
Inty B, se tiene que Inty B = (). Por tanto, Cly (Y \ B) =Y \Inty B =Y. De
esto y de ¢) se obtiene que Clxf~![Y \ B] = Clx(X \ f7![B]) = X. Como
Clx(X \ f7'[B]) = X \ Intx f~'[B]. Entonces Inty f~'[B] = 0. Concluimos
que Frx f~![B] = Clx f~![B].

d) = a) Sea U € 1%. Supongamos que Inty f(U) = (). Entonces Fry f(U) =
Cly f(U)\Inty f(U) = Cly f(U). Sabemos que Fryx f [ f(U)] = Clx f~[f(U)]\
Intx f~[f(U)]. Del inciso d) se deduce que Intx f~![f(U)] = 0. Dado que
U C f7'f(U)], obtenemos que U = 0, lo cual es absurdo. Por tanto,
Inty f(U) # ). Esto prueba que f es semi abierta.

[

El siguiente ejemplo muestra que una funcién semi abierta, ain siendo
inyectiva no necesariamente es abierta.

Ejemplo 2.25. Consideremos a X = [0,27), Y = {(sen t,cos t) : t €
[0,27)} como subespacios de R y R* respectivamente. Sea f: X — Y dada
por f(t) = (sen t,cos t).

Nétese que f es inyectiva. Con argumentos similares al Ejemplo 2.15 se
obtiene que f es semi abierta, pero no abierta.

2.3.7. Caracterizacion de funciones denso abiertas

Teorema 2.26. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topolégicos y f : X —
Y wuna funcion continua y suprayectiva. Las siquientes proposiciones son
equivalentes:

a) f es denso abierta.
b) f(U) CInty(Cly f(U)) para todo U € Tx.
c) Clx f~1W] = fY[ClyW] para todo W € 1y.

Demostracion. a) = b) Sea U € 1x. Dado que f es denso abierta, se tie-
ne que existe V€ 1y tal que Cly f(U) = V. Entonces f(U) C Cly f(U) =
VNClyf(U) =V. Lo que implica que f(U) CV C Cly f(U). Asi, f(U) C
Inty (Cly £(U)).
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b) = ¢) Sea W € 1y. Por la continuidad de f se tiene que Clx f~[W] C
f7YClyW]. Por otro lado, sean x € f~![ClyW] y U un subconjunto abier-
to de X tal que x € U. De esto y de b) se obtiene que f(z) € f(U) C
Inty Cly f(U). La eleccién de z garantiza que W N Inty (Cly f(U)) € W N
Cly f(U) # (. Por tanto, existe z € Cly f(U) tal que z € W. Dado que
W € 1y, se tiene que W N f(U) # 0 y ast UN f7[W] # . Esto prueba
que x € Clx f~'[W]. Por tanto, f~'[ClyW] C Clx f~![W]. Concluimos que
Clx fHW] = fClyW].

¢) = a) Sean U € 7x y V = IntyCly f(U). Veremos que f(U) C V.
Supongamos que existe y € f(U) tal que y ¢ V. Asi, de la Proposicién 1.11
se sigue que y € Y \ IntyCly f(U) = Cly (Y \ Cly f(U)). De la hipétesis se
obtiene que f~'[y] C fHCly(Y'\ Cly f(U))] = Clx(f7'[Y"\ Cly f(U)]) =
Clx(X \ fCly f(U)]) C Clx(X \ f7'[f(U)]). Esto nos lleva a que
UN(X\ f1f(U)) =0, lo cual es una contradiccién. Por tanto, f(U) C V.
Dado que Cly f(U) =V, se concluye que f es denso abierta.

O

La funcién Ix : (X, Teon) = (X, Teor) del Ejemplo 2.16 nos muestra que
una funcion denso abierta, ain siendo inyectiva no necesariamente es abierta.



Capitulo 3

Operaciones invariantes de
formas débiles de funciones
abiertas

En este capitulo veremos como la propiedad de ser funcién abierta, in-
ductivamente abierta, casi abierta, pseudo abierta, cociente, semi abierta y
denso abierta se preserva en la generacién de nuevas funciones.

3.1. Suma y producto de espacios topoldgicos

Sean I un conjunto de indices, {(X,,7x,) : a € I}, {(Ya,7v,) : @ € I}
familias de espacios topolégicos ajenos a pares y {fo : Xo = Yo : @ € [} una
familia de funciones.

Definimos la suma topolégica de la familia {X, : o € I} como
(P X, 7@ x.,), donde P X, = U XoayU€rgx, siysolosiUNX, € 7x,

ael
para todo a € I. Sea f : @ X, — @Y, la funcién dada por f(z) = fa(2),
six e X,.

Lema 3.1. Sean J un conjunto de indices y {(Xp, 7x,) : B € J} una familia
de espacios topoldgicos ajenos dos a dos. Si fy € J yV € 7x, , entonces
vV € T@XB.

33
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Demostracion. Sabemos que V C Xz vy X, N Xg = 0 para toda § € J tal
que 8 # Bo. Entonces VN Xz =Vsi =06V NXz=0sipf+# P Porlo
que V' N Xp € 7x, para todo 3 € J. Esto prueba que V' € g x,. H

Lema 3.2. Sean J un conjunto de indices, {(Xp,7x,) : € J} y{(Y3,7v,) :
p € J} familias de espacios topoldgicos ajenos a pares y {fs : Xg — Yp :
B € J} una familia de funciones. Entonces f(U U fs(U N Xp) para todo

BeJ
subconjunto U de @@ Xp.

Demostracion. Sean U C P Xpy y € f(U). Entonces existe = € U tal que
f(z) = y. Notemos que x € UN Xz, C X5, para algin Bg € J. Por tanto, y =

f(x) = fa,(x) € f5,(UN Xg,). Con esto se tiene que f(U U fs(U N Xp).
peJ
Por otro lado, sea y € U f8(UN Xg). Entonces y € f5,(U N Xg,) para
peJ

algin fy € J. Por lo que existe x € U N Xz, de modo que fz(z) = y.
Dado que # € U y f(x) = fs,(), se tiene que y € f(U). Esto implica que

U fs(UN Xg) C f(U). Lo que prueba la igualdad.

BeJ
[

Lema 3.3. Sean J un conjunto de indices, {(Xp,7x,) : B € J} y{(Y3,7v;) :
B € J} familias de espacios topoldgicos ajenos a pares y {fs : Xg — Yp :

g€ J} una ]iamilia de funciones suprayectivas. iy € J yV CY,, entonces

Hvi=f vl

Demostracion. Sea V. C Y,. Se tiene que 7_1[V] C X,. En caso contra-
rio, existirfan ) € I, con By # vy x € T_I[V] tales que x € Xp,. Asi
f(z) € f(Xp,) = fa,(Xg,) = Ys,. Con lo que f(x) € V NYjs,. Esto nos

lleva a que Y, N Ys, # 0, lo cual es una contradiccién. Notemos que f es
1

suprayectlva Por tanto Vo= f(f V] = fw(?_l[V]). Esto implica que
T VIS AT [ D] ZfJ[ J. Por otro lado, como f7'[V] € X, en-
tonces f( VD) = AUV ]) V. De la igualdad anterior se obtiene que
VST UV D] = F V). Coneluimos que V=T vl

]

Lema 3.4. Sean J un conjunto de indices y {(Xp,7x,) : B € J} una familia
de espacios topoldgicos ajenos dos a dos. Sty € J y D C Xpg,, entonces:
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(Z) IntXBOD = IntEBXBD
b) Clx,, D = Clgx,D

Demostracion. a) Sea x € IntXBOD. Entonces existe W € TXg, tal que = €
W C D. Del Lema 3.1 se tiene que W € 7gy x,. Por tanto, x € Intgy x, D. Por
otro lado, sea x € Intg x,D. Entonces existe W € 7qy x, tal que x € W C D.
Dado que D C Xpg,, se tiene que W = W N Xg, € TXg,- Esto implica que
xr € Int XBOD' De lo anterior se concluye que Int XBOD = Intg XBD'

b) Sean x € CIXBOD y U € 1gx, tal que x € U. Dado que D C Xp,, se
tiene que z € UN X, € 7x, . Esto implica que ) # (UN Xz5,)ND CUND.
Por tanto, x € Clg x,D. Por otro lado, sea x € Clgx,D y W € 7x, tal que
x € W. Del Lema 3.1, se obtiene que W € 7gyx,. Por tanto, W N D # 0.
Esto implica que = € Cly, D. Concluimos que Clx, D = Clg x,D.

]

Lema 3.5. Sean J un conjunto de indices, {(Xg,7x,) : f € J} una familia
de espacios topoldgicos ajenos dos a dos y Dg C Xg para cada B € J. Se

tiene que CIGBXB(U Dg) = U Clx,Dg.
peJ peJ

Demostracion. Sea z € Cl@Xﬁ(U Dg). Sabemos que z € X, para algin
BeJ
v € J. Veremos que z € Clx, D,. Sea U € 7x, tal que z € U. Del Lema 3.1
se tiene que U € 7gyx,. Por tanto, U N (U Dg) # 0. Dado que U C X, y
BeJ
X, N Xz = 0 para todo § € J tal que § # =, concluimos que U N D, # 0.
Por tanto, z € U Clx,Dg, con lo que CIGBXﬁ(U Dg) C U Clx,Dg. Por
BeJ BeJ BeJ
otro lado, sea w € U Clx,Dg. Por lo que existe v € J tal que w € Clx, D,.
BeJ
Sea U € 1gyx, tal que w € U. Nétese que w € UN X, € 7x,. Por tanto,
0#D,N(UNX,) CUND, CUN(| D), es decir, w € Clg x,(|_J Dp).
ped BeJ
Con esto concluimos que U Clx,Ds C Clgy XB(U Dg), lo que demuestra la

peJ BeJ
igualdad.

]



36

Sean I un conjunto de indices, v € I, {(X,,7x,) : @ € I} una familia de
espacios topolégicos, P = H Xoymy: P— X, dada por my((Ta)acr) = 2.

acl
La topologia Tp, generada por la subbase de todos los subconjuntos de la for-

maﬂw |,conneNa; €1yU,, € Tx,, para cadat=1,2,3,....,n, es

conomda como topologia producto y ala pareja (P, 7p) se le denomina es-
pacio producto. A ., se le conoce como la funcion proyeccion sobre X,.

Proposicién 3.6. La funcion m, : (P,7p) — (X, 7x,) es abierta para todo
v el

Nétese que 7, es suprayectiva. Ahora, sea U, € 7x . Por mera defini-
cién se tiene que 7 '[U,] es un subconjunto abierto del espacio produc-
to. Asi que 7, es una funcién continua. Sea B C Y, De la Proposiciéon
1.16 se sigue que m'[Inty, B] C Intpm;'[B]. Por otro lado, sea (za)aer €
Intpr*[B]. Por lo que existen n € Ny Uy, € 7x,, para cadai = 1,2,...,n

n

tales que (Ta)acr € ﬂﬁt;l[Uai] C . '[B]. De [4, pdg 98] tenemos que

i=1
n

(7ol Vo] = Uay X Uy % -+ X Ua x [[{Xa : @ € T\ {on, 02, ..., 0 }}.

i=1
n

Por tanto, m(ﬂ T MUL) = X, € 7x, 6 wv(ﬂ T Us)) = Uy € 7x, si

=1 =1

n
v € {aq, s, ...,a,}. Dado que 7, ((24)acr) € 7y ﬂﬁal ) C B, se tiene
i=1

que 7r,y((a:a)aef) € Inty, B. Con lo que (Zq)aer E_7r ![Inty. B]. Lo anterior
prueba que 7! [Inty, B] = Intpr;*[B]. Del Teorema 9.17 obtenemos que 7,
es una funcién abierta.

Sean I un conjunto de indices, {(X,,7x,) : o € I}, {(Ya,7v,) : @ € I}
familias de espacios topoldgicos v {fs : Xo — Y, : @ € I} una fami-
lia de funciones. Sean P = HXQ, Q = HYa y 7p ¥ Tg la topologia

a€el a€el
producto sobre Py (), respectivamente. Definimos f : P — @ dada por
f((za)acr) = (fa(Ta))acr- Sean w4 : P — X4 v pa : @ — Y, las funciones
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proyeccion. Observe que p, © f: fa 0T

Para nuestros fines, consideraremos f, : X, — Y, funcién continua y
suprayectiva para todo o € I, a menos que se especifique cualquier otra cosa.

3.2. Operaciones invariantes de funciones
abiertas

Teorema 3.7. Sean f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topoldgicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones abiertas, entonces go f es abierta.
b) Sigo f es abierta, entonces g es abierta.

c) f: X =Y esabierta si y solo si fla: A— f(A) es abierta para todo
Ake‘tx.

d) f: P X, — PY, es abierta si y solo si f, es abierta para todo o € I.

e) ]?: H X, — H Y, es abierta si y solo si f, es abierta para todo o € 1.

acl ael

Demostracion. a) Supongamos que f y g son funciones abiertas. Sea V C Z.
Sabemos por el Teorema 2.17 que IntzV = g(Intyg~'[V]). De esto y de la
hipétesis sobre f se sigue que Int V' = g(f(Intx f~'[g7[V]])) = gof(Intx(go
£)7HV]). Lo que demuestra que g o f es abierta.

b) Supongamos que g o f es abierta. Sea V' € 7y. De la continuidad de f
se obtiene f~![V] € 7x. Por tanto, go f(f~![V]) = g(V) € 7z. Es decir, g es
una funcion abierta.

¢) =) Sean f abierta, A un subconjunto abierto de X y V' € 74. Entonces
V = ANVU para algun U € 7x. Notemos que V es un subconjunto abierto de
X. Por tanto, fl4a(V) = f(V) € 1yv. Dado que f|4(V) C f(A), se tiene que
fla(V) € 7pa). Concluimos que f|4 es abierta.
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<) Dado que X € 7y, de la hipdtesis se sigue que f|x = f es una funcién
abierta.

d) =) Supongamos que f es abierta. Sean v € I y U, € 7x,. El Lema
3.1 garantiza que U, € 7g x,.. Por tanto f(U,) = f,(U,) € 7gy.. Con lo que
se tiene, f,(U,) NY, = f,(U,) € 1y, . Esto demuestra que f, es abierta para
todo o € I.

<) Ahora supongamos que para cada a € I, f, es abierta. Sea U € 1 x,, -
Del Lema 3.2 se sigue que para cada vy € I, f(U)NY, = (U fa(UN X)) N

ael
Y, = f,(UNX,) € 7y,. Por tanto f(U) € 7gy,. Concluimos que f es abierta.

e) =) Supongamos que fes abierta. Sabemos que p, : @ — Y, es una
funcién abierta. Por tanto, de a) se tiene que p, o f es abierta para todo
a € 1. Pero p, o ]/”\: fa © T, donde 7, : P — X,. Luego, de b) concluimos
que f, es abierta para todo a € I.

<) Supongamos que f, es abierta para cada @ € I. Sean n € Ny

U= ﬂw;j [Ua;] € 7p, donde Uy, € 7x,, para toda i = 1,2,...,n. Observe

= f(Ua, X Uy X -+ X Ug,, X [I{Xa : @ € I\ {01, 02, ..., atn } )
(Uay) X =+ X fa,(Ua,) X [[{fa(Xa) :a€ T\ {ar,a0,...,000} }
= for (Uay) X fay(Uay) X+ - X fo, (U, ) X [[{Ya : @ € I\{a1, g, ..., i } }

=1

-~

Dado que fq,(Us,) € 7x, para toda i = 1,2,...,n, se tiene que f(U) € 7o.

Concluimos que f es una funcion abierta.
]
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3.3. Operaciones invariantes de funciones in-
ductivamente abiertas

Teorema 3.8. Sean f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topoldogicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones inductivamente abiertas, entonces g o f es in-
ductivamente abierta.

b) Sigof esinductivamente abierta, entonces g es inductivamente abierta.

c) f: @ Xo — DY, es inductivamente abierta si y solo si f, es induc-
tivamente abierta para todo o € I.

d) f: HXa — HY“ es inductivamente abierta si y solo si f, es induc-

acl acl
tivamente abierta para todo o € I.

Demostracion. a) Supongamos que existen W7 C X, Wy C Y tales que
fWy) =Y, gWs) = Zy flw, v glw, son funciones abiertas. Sea W =
Wy N f71[W5]. De la Proposicién 1.5 se sigue que g o f(W) = g(f(Wy N
W) = g(Y NWsy) = g(Ws) = Z. Ahora veremos que g o f|y es abier-
ta. Sea U un subconjunto abierto de W. Entonces existe V € 7x tal que
U=VnW =Vn W nf1Ww)). Estoy la Proposicién 1.5 implican
que go flw(U) = go f(VA (Wi fTHWa])) = go f(VNW) N fHIWe]) =
g(f(VNW;)NWs3). Dado que VNI, € Ty, se tiene que f(VAW)NW, € Tyy,.
Por tanto, go f(U) = g(f(V NW;)NW;) € 74. Lo anterior prueba que g o f
es inductivamente abierta.

b) Supongamos que existe W C X tal que go f(W) = Z y go flw
es abierta. Veremos que g|yw) es abierta. Sea U € 7). Entonces exis-
te V € 7y tal que U = V N f(IW). Notemos que f~[V] € 7x. Por tanto,
HVINW € mw vy ast, go flw(f[V]NW) € 77. De la Proposicién 1.5 se
Sigue aue go flw (£ VATV = go f(fVIAW) = g(VAF(W)) = 9(U) =
glrw)(U) € 7z. Dado que g(f(W)) = Z, concluimos que g es inductivamente
abierta.

¢) =) Supongamos que existe Z C @ X, tal que f(Z) = @PVYay f|z es
abierta. Para cada a € I, consideremos Z, = Z N X, C X,. Del Lema 3.2
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se sigue que f(Z U fo(ZNX,) U fa(Z4). Dado que f(Z U Yoy

acl acl acl
Y;NY; = 0 parai # j, se tiene que fo(Z,) = Y, paracadaa € I. Daday € I'y
U, € 7z, existe V € 7x, talque U, = VNZ, = VN(ZNX,) = (VNX,)NZ =
V' N Z, el cual es un subconjunto abierto de Z, pues V € 1gyx,. Por tanto,
TI2(U,) = F(U,) = Fo(U3) € myva. Asi, f,(U3) 1Y, = f,(U;) € 7v,. Bsto
prueba que f,|z es abierta. Concluimos que f, es 1nduct1vamente abierta
para todo a € I.

<) Supongamos que para cada « € I existe Z, C X, tal que f,(Z,) = Y
Y falz., es abierta. Sea Z = U Zo C U X,. Notemos que Z N X, = Z, pa-
ael ael
ra cada o € I. Esto y el Lema 3.2 implican que f(Z U foZNX,) =
a€el
U fo(Za) = U Y,. Veremos que f|z es abierta. Sea U € 7. Entonces

a€el ael
existe V' € 7y x, tal que U = V' N Z. Del Lema 3.2 se sigue que para cada

yel:

flzU)N Y, = f(VvNnZ)nY,
= [Jm(Vn2)nX,)]nY,

acl

- fv((an)QX'y)

= 7((‘/ N Xw) N (Z N Xv))

= f’Y((VﬁXW)mZ’Y)
L(VNX,)NZ,).

Dado que V N X, € 7x_, se tiene que f,((VNX,)NZ,) € 7v,. Por tanto,
flz(U) € 7gy,. Esto demuestra que f es inductivamente abierta.

d) =) Supongamos que fAes inductivamente abierta. Dado que p, : @ —
Y, es abierta, del Teorema 2.1 se tiene que p, es inductivamente abierta pa-
ra todo a € I. Luego, de a) se sigue que p, o f es inductivamente abierta.
Sabemos que p, © ]?: fa 0T, donde 7, : P — X,. De b) concluimos que f,
es inductivamente abierta para todo a € I.

<) Supongamos que para cada « € I, existe Z, C X, tal que f,(Z,) =

Yo V folz, es abierta. Sean Z = HZQ Y (Ya)aer € Q. Entonces para
ael
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cada a € [ existe x, € Z, tal que fo(Ta) = Ya- Asl, (Ta)acr € Z y

f((xa)ae[) = (Ya)aer- Esto implica que @ C f(Z) y por tanto, f(Z) =(@Q. En
seguida probaremos que f|z es abierta. Sean n € Ny paracadai =1,2,...,n,

Vo, € 7x,, tal que V = ﬂw;j(vai) yU = 2NV € 1z. Veamos que

ﬂ Po: (fo, (Za;NVa,)). Sea (Ya)aer € f(U) Entonces existe (T4 )acr €

Z nv tal que f((xa)ag) = (Ya)acr- Por tanto, (zo)acr € 2y (Ta)acr €

ﬂw‘l wi) = Vo, X Vo, X oo XV, X H{Xa ca € I\ {ag,a,...,a,}}

Esto implica que z,, € Z,, NV, v asi, Yo, = fo,(Ta;) € fa, (Za, NV,,) para

toda i =1,2,...,n. De lo anterior obtenemos que (Y )acs € ﬂpai (fo;(Za, N
i=1

Va,))- Lo que implica que f C ﬂp (fo;(Za, N'V4,)). Por otro lado,

sea (Yo)acr € ﬂp;il(fai(Zai N V,,)), Entonces, para cada i = 1,2,...,n,
i=1

se tiene que pa,((Ya)acr) = Yoy € fa;(Za; N Va,). Por lo que para cada

i = 1,2,...,n, existe x,, € Za, NV, tal que f,,(24,) = Yo, Ahora, para

cada o € I\ {aq, g, ..., } sea x, € Z, tal que f,(24) = yYo. De esta mane-

ra, (To)acr € ZNV'y J/C\((moz)ael) = (Ya)aer- Por tanto, (ya)aer € f(va) =
f(U) Con lo que se obtiene, ﬂp;il(fai(Zai NV,.)) C f(U). De lo anterior

=1

se concluye que f ﬂ pa (fa;(Za; N'V4,)) € 1. Lo que demuestra que
=1
f inductivamente abierta.
[

3.4. Operaciones invariantes de funciones ca-
si abiertas

Teorema 3.9. Sean f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topoldgicos. Se verifican las siguientes proposiciones.
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a) Si f y g son funciones casi abiertas, entonces go f es casi abierta.
b) Sigo f es casi abierta, entonces g es casi abierta.

¢) f: X =Y es casi abierta si y solo si f|p-1p 2 f71[D] = D es casi
abierta para todo D C Y.

d) f: P X, — @Y., es casi abierta si y solo si f, es casi abierta para
todo v € 1.

e) f: HXa — HYa es casi abierta si y solo si f, es casi abierta para

a€el acl
todo o € 1.

Demostracion. a) Sea z € Z. Sabemos por el Teorema 2.19 que existe y €
g 'z talquesi D C Zy z € Fry D, entonces y € Fryg '[D]. Y para y, existe
z € [Tyl € g 2] = (9o f)![2] de modo que si BC Y yy € Fry B,
entonces x € Fryx f~![B]. Veremos que z satisface la condicién deseada. Sea
D C Z tal que z € FrzD. Entonces y € Fryg'[D]. Lo que implica que
x € Frxf~'[¢g7'[D]] = Frx(go f)7'[D]. Esto demuestra que la composicién
de funciones casi abiertas es casi abierta.

b) Sea z € Z. Del Teorema 2.19 obtenemos que existe x € (g o f)7![7]
tal que si D C Z y z € ClgzD, entonces z € Clx(g o f)}[D]. Sean y =
f(z) € g7'[2] y D C Z tales que z € ClzD. Entonces = € Clx(go f)7'[D] =
Clxf g ' [D]] € f'[Clyg~![D]]. Por tanto, y € Clyg~'[D]. Esto prueba
que g es casi abierta.

c) =) Sean D CY y y € D. Sabemos que existe z € f~1[y] tal que si
x € U € 7x, entonces y € Inty f(U). Sea V' € 74-11pj tal que x € V. Entonces
existe U € 7x tal que V = U N f7'[D]. Lo anterior y la Proposicién 1.5
implican que y € (Inty f(U))ND C f(U)ND = f({UN f~'[D]) = f(V). Por
tanto, y € Intp f(V'). Concluimos que f|;-1p) es casi abierta.

<) Supongamos que f|;-1p) es casi abierta para todo D C Y. Entonces
para D =Y se tiene que f|f-1;y] = f|x = f es casi abierta.

d) =) Supongamos que f es casi abierta. Sean v € I y yy, € Y,. Da-
do que y, € @Y,, del Teorema 2.19 se sigue que existe = € 771[%] tal
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que si BC @Y,y € Int@xtjfl[B], entonces y, € Intgy,B. Se tiene
del Lema 3.3 que z € f;'[y,]. Sea A C Y, tal que € Inty, f7'[A]. Del

Lema 3.4 se sigue que = € Intgx, (f;'[A]) = Intgx, (F'[A]). Por tanto,
Yy € Intgy, A = Inty. A. Esto prueba que f, es casi abierta para todo v € I.

<) Supongamos que f, es casi abierta para todo a € I. Sea y € @ Y,.
Entonces y € Y, para algtin v € I. De esto, sabemos que existe z € f.° Hy] =

f_l[y] tal que si A C Y, yz € Inthf;l[A], entonces y € Inty A. Sea

B C @Y, tal que x € Int@XOj_l[B]. Nétese que x € X,. De lo anterior y
del Lema 3.3 se sigue que:

€ (Intgx.f [B)NX, = Inty, ((ntg x, T "B)NX,)
C Intx,(f BN X,)
= Intx,(f ‘BN l[YW])
= Intx, (f [BINT [Y:])

:Ime(BﬂY)
= Inty, f7Y(BNY,).

Por tanto y € Inty, (BNY,) C B. Dado que Inty, (BNY,) € 7qy,, se tiene
que y € Intgyy, B. Con lo que se concluye que f es casi abierta.

e) =) Supongamos que J?es casi abierta. Dado que p, : Q@ — Y, es
abierta, del Teorema 2.1 se tiene que p, es casi abierta. Luego, de a) se sigue
que py © fes casi abierta para todo a € I. Sabemos que p, o f: fa 0 Ta,
donde 7, : P — X,. De b) concluimos que f, es casi abierta para todo « € I.

<) Supongamos que f, es casi abierta para todo o € I. Sea (Y )acr € Q.
Sabemos que para cada « € I, existe z, € f;'[ya] tal que y, € Inty, f(Us,)
para todo U, € 7y, tal que z, € U,. Sea U € 7p tal que (x4)aecs € U.
De esto, existe n € N tal que para cada ¢ = 1,2,...,n existe Uy, € 7Tx,,,

tales que (Tq)aer € ﬂ’/Ta_il(Uai) C U. Esto implica que z,, € U,, pa-
i=1
ra toda i = 1,2,...,n. Asl, fo,(Ta,) = Yo, € Inty, fo,(Us,) para toda i =

1,2, on. Por tanto, (gact € (o5 (Inty,, fo,(U,)) € o Veamos que
=1
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ﬂpa Inty fOéz Oéz Q ﬂﬂ- Sea (Za acl € ﬂpa IntYa faz< az))
1

1= =1
Asi, para cada i = 1,2, ..., n, se tiene que pal((za)ag) = 24, € Inty, fo,(Ua,),

por lo que existe w,, € U,, tal que f, (w,,) = . Ahora, para cada
« € I\ {a,q,...,ap,} sea wa € f4(24)). De esta manera, (Wy)acr €

mw ) ¥ Fl(wa)act) = (2a)acr Por tanto, () pa!(Inty, fu (Ua)) C

i=1

ﬂ T, ) C (U) Esto muestra que (Yq)acr € Inth(U). Lo que prue-

ba que f es una funcion casi abierta.

3.5. Operaciones invariantes de funciones
pseudo abiertas

Teorema 3.10. Sean f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topoldogicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f yg son funciones pseudo abiertas, entonces go f es pseudo abierta.
b) Sigo f es pseudo abierta, entonces g es pseudo abierta.

¢) f: X — Y es pseudo abierta si y solo si flp-ip) : f7'D] = D es
pseudo abierta para todo D CY.

d) f: @ Xs— @Y, es pseudo abierta si y solo si f, es pseudo abierta
para todo o € 1.

e) Si ]?: HXa — H Y, es pseudo abierta, entonces f, es pseudo abierta

acl acl
para todo o € 1.

Demostracion. a) Supongamos que f y g son funciones pseudo abiertas, Sea
D C Z. Del Teorema 2.20 se sigue que

ClzD = g(Clyg'[D]) = g(f(Clx f~'[g~[D]])).-
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Por tanto, ClzD = go f(Clx(go f)~'[D]). Esto demuestra que la composicién
de funciones pseudo abierta es pseudo abierta.

b) Supongamos que g o f es pseudo abierta. Sea z € Z y V € 1y tal que
~![z] C V. De la continuidad de f se sigue que f~'[g7[z]] = (go f)"![z] C
~HV] € 7x. Por tanto, z € Intzg o f(f~'[V]) = Intzg(V). Lo que prueba

que g es pseudo abierta.

¢) =) Sean D C Y,y € DyU € 1p-1p tal que (f|;-1p)) "' [y] Q U.
Sabemos que existe V € 7x tal que U = V N f~1[D]. Nétese que f~![y] =
(flg-1py)"'y] € V. De suponer que f es pseudo abierta, se tiene que y €
Inty f(V). Esto y la Proposicién 1.5 implican que y € (Inty f(V)) N D C
FVIND = F(VAFD]) = F(U) = fly-smy(U), es decir, y € Intiy fl-110y(U).
Asi, f|;-1p) es pseudo abierta.

<) Supongamos que f|;-1p] es pseudo abierta para todo D C Y. En
particular para D =Y se tiene que f|;-1y) = f|x = f es una funcién pseudo
abierta.

d) =) Supongamos que f es pseudo abierta. Sean v € I, y € Y, y
U, € 7x, tales que f'[y] C U,. Del Lema 3.3 se sigue que T_I[y] cU,el
cual es un subconjunto abierto de @ X,. Por tanto, y € Intgy, f(U,). Dado

que f(U,) = f,(U,) C Y, del Lema 3.4 se obtiene que y € Inty, f,(U,) € Ty, .
Lo que demuestra que f7 es pseudo abierta.

<) Supongamos que f, es pseudo abierta paratodo« € I. Seany € PY,
y U € 1gx, tales que f_l[y] C U. Dado que @Y = UYa, se tiene

acl
que y € Y, para algun v € I. De lo anterior y del Lema 3.3 se sigue

que f;l[y] C UNnX, € 7x,. Lo que implica que y € Inty, f,(U N X,) C
U fo(UNX,) = f(U). Esto prueba que y € Intgy, f(U). Concluimos que
a€el

£ es pseudo abierta.

e) Supongamos que fes pseudo abierta. Dado que p, : @ — Y, es abierta,
del Teorema 2.1 se tiene que p, es pseudo abierta para todo o € I. Luego,
de a) se sigue que p, o f es pseudo abierta. Sabemos que p, o f = f, © 7q,
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donde 7, : P — X,. De b) concluimos que f, es pseudo abierta para todo
ael.
O]

3.6. Operaciones invariantes de funciones co-
ciente

Teorema 3.11. Sean f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topoldgicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones cociente, entonces go f es cociente.
b) Sigo f es cociente, entonces g es cociente.

c) f:PXo = @Y. es cociente si y solo si f, es cociente para todo
ael.

d) Si f: HXa — HY“ es cociente, entonces f, es cociente para todo

ael acl
ael.

Demostracién. a) Sea V C Z tal que (go f)7'[V] = f~lg V] € 7x. De
suponer que f cociente, se tiene que g~![V] € 7y. Dado que g es una funcién
cociente, tenemos que V' € 74. Lo que demuestra que la composicion de tales
funciones es una funcién cociente.

b) Supongamos que g o f es cociente. Sea V' C Z tal que g [V] € 7y.
Notemos que f~ g V]| = (go f)7'[V] € 7x. Por tanto, V € 7z, es decir, g
es una funcién cociente.

¢) =) Sean vy € I y V C Y, tales que f'[V] € 7x,. Dado que V C

Y, CPYay T_I[V] = f71V] € 7gy x..» de suponer que f es cociente se tiene
V € 1gy, - Del Lema 3.4 se sigue que V' € 7y,. Por tanto, f, es una funcion
cociente.
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<) Supongamos que f, es cociente para todo o € I. Sea W C @Y, tal
-1
que f [W] € 7gyx,,- Observe que:
~1 —1
W= 1 WD)
Fwo(Uya)l

ael

= 7' [U wnyw)

aGI

:Uf (WNY,)

acl

= | HA'vny.)

a€el

I

Notemos que para cada v € [ se tiene que, U YW NY, )) nNXxX, =
acl
[ W NY,) € 7x,. Bsto implica que W NY, € 7y, para todo a € I. Lo que

garantiza que W € 7gqyy, . Concluimos que f es cociente.

d) Supongamos que ]?es cociente. Dado que p, : Q — Y, es abierta, del
Teorema 2.1 se tiene que p, es cociente para todo « € I. Luego, de a) se sigue
que pq © fAes cociente. Sabemos que p, o f: foa 07, donde 7, : P — X,.
De b) concluimos que f, es cociente para todo o € I.

]

3.7. Operaciones invariantes de funciones se-
mi abiertas

Teorema 3.12. Sean f: X — Y yg:Y — Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topologicos. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si f y g son funciones semi abiertas, entonces g o f es semi abierta.
b) Sigo f es semi abierta, entonces g es semi abierta.

c) f: P Xo— PY. es semi abierta si y solo si f, es semi abierta para
todo v € I.



48

d) Si J/C\Z HXa — HYC“ es semi abierta, entonces f, es semi abierta

aecl acl
para todo o € 1

Demostracion. a) Supongamos que f y g son funciones semi abiertas. Sea D
un subconjunto denso de Z. Del Teorema 2.24 se sigue que g~ '[D] es denso
en Y. Como f es semi abierta, f~![¢g7'[D]] = (go f)'[D] es un subconjunto
denso de X. Esto demuestra que la composicion de funciones semi abiertas
pertenece a dicha clase.

b) Supongamos que g o f es semi abierta. Sea V' € 7. Entonces f~![V] €
% yasi, 0 # Intz(go f(f7'[V])) = Intzg(V). Es decir, g es semi abierta.

c¢) =) Supongamos que f es semi abierta. Sea v € I y Uy € 7x - Dado

que U, € gy, se tiene que Intgyy, f(U) = Intgy, f,(U,) # 0. Del Lema
3.4 se sigue que Inty. f,(U) # 0. Lo que demuestra que f, es semi abierta.

<) Ahora supongamos que f, es semi abierta para todo o € I. Sea U €
Ty x..- Entonces UN X, € 7% para algin y € I. Por tanto Inty, f,(UNX,) €

7. Dado que Inty, £,(UNX,) € gy, eInty, £,(UNX,) € | fua(UNX,) =
ael

f(U), concluimos que Intgyy, f(U) # 0. Esto prueba que f es una funcién

semi abierta.

d) Supongamos que fes semi abierta. Dado que p, : @ — Y, es abierta,
del Teorema 2.1 se tiene que p, es semi abierta para todo « € I. Luego, de
a) se sigue que p, o f es semi abierta. Sabemos que p, o f = f, o m,, donde
To : P — X,. De b) concluimos que f, es semi abierta para todo o € I.

m

3.8. Operaciones invariantes de funciones den-
so abiertas

Teorema 3.13. Sean f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas y supra-
yectivas entre espacios topologicos. Se verifican las siguientes proposiciones.

a) Si f y g son funciones denso abiertas, entonces go f es denso abierta.
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b) Sigo f es denso abierta, entonces g es denso abierta.

c) f: X =Y es denso abierta si y solo si flp : D — f(D) es denso
abierta para todo D € Tx.

d) f:PX, = @Y, es denso abierta si y solo si f, es denso abierta
para todo o € 1.

e) Si f: HXa — HY“ es denso abierta, entonces f., es denso abierta

acl acl
para todo o € 1.

Demostracidén. a) Sea W € 7z. Del Teorema 2.26 sabemos que Cly g~ [W] =
g ' [ClzW]. Nétese que g~ [W] € 7y. Dado que f es denso abierta, se ob-
tiene que Cly f~'[¢g7'[W]] = f~!Clyg ' [W]]. De las igualdades anteriores
se obtiene que (g o f) '[ClzW] = Clx(g o f)"}[W]. Esto demuestra que la
composicion de funciones denso abiertas es denso abierta.

b) Supongamos que go f es denso abierta. Sea U € 1y. Entonces f U] e
7x. Del teorema 2.26 se sigue que go f(f~1[U]) C IntzClz(go f(f71[U])), es
decir, g(U) C IntzClzg(U). Concluimos que g es denso abierta.

¢) =) Sea D un subconjunto abierto de X y W € 7p. Por tanto, existe
U € 1x tal que W =UnN D. Dado que D € 7y, se tiene que W € 7x, por lo
que existe V € 1y tal que Cly f(W) =V. Sea O =V N f(D) € 7p(p). Asi,

Cloflp(W) = Clof(W)

O NCly f(W)

(VN f(D))NCly f(W)
f(D)n (VN Cly f(W))
f(D)NCly f(W)
f(D)ynv

= 0.

Esto demuestra que f|p es denso abierta.

<) Dado que X € 7y, de la hipétesis, se sigue que f|x = f es denso
abierta.



20

d) =) Sean v € I y U, € 7x,. Por ser f denso abierta se tiene que
f(U,) € Intgyy, Clgyy. f(U,). Dado que f(U,) = £,(U,) C Y, el Lema 3.4
garantiza que f,(U,) C Inty. Cly, f,(U,). Esto prueba que f, es denso abierta.

<) Supongamos que f, es denso abierta para todo a € I. Sea W €
T@Y De la hipétesis y del Teorema 2.26 se tiene que Cly, f 7 [W NY,] =
I [CIYQ(W N Y,)] para cada o € I. Del Lema 3.5 se obtiene que
U Clx. £ W N Ya] = Clgx, (| £2[W N Ya]). Esta ignaldad y el Le-
acl acl

ma 3.3 implican que U Clx, [ W NY,] = Clgx. ( U 7_1[W NY,]) =

acl acl
Clg x., (ffl [ U (WnY,)]) = Clgx. (?71[W]) De manera similar obtene-
ael
mos que U fHCly, (WNY,) = 7_1[01@ v, W]. Con lo que concluimos que

acl
Clg x., F ') = ffl[Cl@ v. W], lo que demuestra que f es denso abierta.

e) Supongamos que fes denso abierta. Dado que p, es abierta, del Teo-
rema 2.1 se tiene que p, es denso abierta para todo « € I. Luego, de a)
se sigue que p, o f es denso abierta. Sabemos que p, o f fo © To. De b)
concluimos que f, es denso abierta para todo o € I.

A continuancion presentamos un ejemplo que muestra que el inverso de la
proposicién a) no es valido para ninguna de las clases de funciones abiertas,
inductivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas y cociente.

Ejemplo 3.14. Consideremos a X = {(1/n,m) : n,m € N} U ({0} x N),
Y ={(1/n,m) :n e N\ {1},m ¢ NU{0}}U{(0,m) : m € NU{0}} ¢
Z = {(0,m) : m € NU{0}} como subespacios de R*. Sean f : X =Y y
g:Y — Z definidas por:

(.CC,y), S’LZC%l
fllz,y) =14 (0,0), siz=y=1
(1/y70)7 Slle,y%l
g(z,y) = (0,y).

Observe que:



o1

= f710,0)] = {(1,1)} € 7x.
= f71(1/n,0)] = {(1,n)} € Tx para todo n € N\ {1}.
» f7H(1/n,m)] ={(1/n,m)} € x para todon € N\ {1} y m € N.

= [TH/nm) s 0 = kb € N\A{1}}UL(0,m)}] = {(1/n,m) : n >
ks km € N\ {1}} U{(0,m)} € 7x para cada m € N.

= g [(0,m)] = {(1/n,m) : n € N\ {1}} U {(0,m)} € 7v para todo
m € NU{0}.

Esto muestra que f y ¢ son continuas y suprayectivas. Por otro lado, dado
que Z es un espacio discreto, se tiene que go f es una funcién abierta. Ahora
observe que {(0,0)} C Y es tal que f~'[{(0,0)}] = {(1,1)} € 7x, pero
{(0,0)} ¢ 7v. Es decir, f no es una funcién cociente.

]
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Capitulo 4

Funciones inducidas de formas
débiles de funciones abiertas a
productos simétricos

Los hiperespacios han sido de gran trascendencia para describir propieda-
des de un espacio topoldgico. Un area dentro del estudio de los hiperespacios
ampliamente estudiada es la de funciones inducidas, ésta inicia con los tra-
bajos de H. Hosokawa en [7] y tiene atin mucho terreno por explorar, por
ejemplo, estudiar funciones inducidas de formas débiles de funciones abiertas
a productos simétricos de espacios Hausdorff. La teoria de funciones induci-
das esta desarrollada en gran parte para funciones entre continuos, es decir,
en espacios métricos, compactos, conexos y no vacios. Nuestra investigacion
se enfoca al estudio de las implicaciones entre las siguientes dos condiciones:
1. fem,

2. fn €M,

cuando 9 es alguna de las siguientes clases de funciones: abiertas, induc-
tivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente, semi abiertas y
denso abiertas.

Este problema se ha abordado en varias ocasiones para clases de funciones
entre continuos ([1], [2], [3], [6], [8]).

93
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4.1. El n-ésimo producto simétrico y algunas
de sus propiedades

Sea X un espacio topoldgico. Definimos el n-ésimo producto simétri-
co de X como:

F,(X)={AC X :1<|A| <n}.
Para V C P(X), definimos:
Wy={AeF,(X):ACUVy ANV # 0 para todo V € V}.

Diremos que U C Tx, es una familia celular de orden nsi 1 < |U| <n
y UNV = () para cualesquiera U,V € U tales que U # V. Definimos
€, (X) ={U C 7x : U es familia celular de orden n}.

Teorema 4.1. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. El conjunto {({U) : U €
C.(X)} es base para alguna topologia sobre F,,(X).

Demostracion. Sea = {{U) : U € €,(X)}. Probaremos que:
i) Sid,V e €, (X)y A€ F,(X) son tales que A € ({U)N(V), entonces existe
We €, (X) tal que A e (W) C U)N (V).

i) Notemos que U = {X} € ¢, (X) y {U) = {B € F,(X) : B C [J{X}
y BNX # (0} = {B € F,(X) : B C X} = F,(X). Concluimos que

ii) Sean U,V € €,(X), A € F,(X) tales que A € (U) N (V). Notemos
que |A| > |U| y |A| > |V|. Definimos G : A — U y H : A — V funciones
suprayectivas tales que a € G(a) N H(a). Ahora consideremos I : A —
{UNV :U €U,V €V} definida por I(a) = G(a) N H(a) € Tx. Obsérvese
que W = {I(a) : a € A} C 7x. Por otro lado, sean a,b € A tales que
I(a) # I(b). Notemos que G(a) # G(b) 6 H(a) # H(b), en caso contrario
tendriamos I(a) = G(a) N H(a) = G(b) N H(b) = I(b). Supongamos que
G(a) # G(b). Esto nos lleva a que G(a) N G(b) = (. Dado que I(a) N 1(b) =
(Gla) N H(a)) N (G(b) N H(b)) C G(a) NG(b), se tiene que I(a) N I(b) = 0.
Lo que implica que |W| = |A| < n. De lo anterior obtenemos que (W) € .
En seguida probaremos que A € (W) C (U) N (V). Si a € A, entonces
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a € G(a) N H(a) = I(a) € W. Por tanto, A C [JW y ademéds I(a) N A # ()
para cada a € A. Es decir, A € (W). Ahora, sea B € (W) y b € B. Sabemos
que existe a € A tal que b € I(a) = G(a) N H(a). Por tanto, b € U y b €
|J V. Por otro lado, sea U € U. Por ser G suprayectiva, existe a € A tal que
G(a) = U. Dado que B € (W), se tiene que BNI(a) = BN(G(a)NH (a)) # 0.
Asi, BN G(a) = BNU # (. Similarmente se obtiene que BNV # () para
todo V' € V. Por tanto, B € (U) N (V). Del Teorema 1.7 concluimos que [ es
base para alguna topologia sobre F,(X). O

Dotaremos al n-ésimo producto simétrico de X con la topologia
generada por el conjunto f = {{U) : U € &€,(X)}, la cual denotaremos
por Tr,(x). A esta topologia se le concoce como Topologia de Vietoris
sobre F,(X).

Proposicién 4.2. Sean (X, 7x) un espacio topolégico y A, B € [P(X)]<""L.

Se verifican las siguientes proposiciones:

a) Si (Ay £ 0 y (A) C (B), entonces | JA C \UB y para cada B € B existe
Ap € A tal que A C B.

b) Si|JA CUB ypara cada B € B existe Ap € A tal que Ag C B, entonces
(A) < (B).

Demostracion. a) Sea D € (A) y x € |J.A. Notemos que z € A para algin
A € A. Dado que D € (A), se tiene que D N A # (. Por lo que existe
d € D tal que d € A. Consideremos E = (D \ {d}) U{z}. De esta manera,
E € (A) y por tanto, E € (B). Asi, x € E C |UB. Es decir, A C UB.
Ahora, sea B € B. Supongamos que para cada A € A, existe ay € A tal
que ay ¢ B. Sea G = {as: A€ A}. Asi G € (A) y |G| < |A| < n. De la
hipdtesis se sigue que G € (B). Por tanto, G N B # (), lo cual es una con-
tradiccién. Concluimos que para cada B € B, existe Ag € A tal que Ag C B.

b) Sea D € (A). Puesto que [JA C |JB, se tiene que D C | JB. Ahora,
sea B € B. Sabemos de la hipétesis que existe Ag € A tal que Ag C B.
Dado que D € (A), tenemos que D N Apg # (). Esto implica que D N B # ().
Por tanto, D € (B).

O]

El siguiente resultado es una consecuencia del inciso a) de la Proposicion
4.2.



o6

Corolario 4.3. Sean (X,7x) un espacio topoldgico y W C P(X) tal que
(W) £ 0. SiU C X es tal que (W) C ({U}), entonces W C U para todo
Wew.

Proposicién 4.4. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico de Hausdorff, O €
Tr,x) Y A € O. Entonces existeU € €,(X), tal que A € {U) C O y|U| = |A].

Demostracion. Sabemos que existe W € €,(X) tal que A € (W) C O.
Notese que para cada a € A, existe un unico W, € W tal que a € W,. Sea
A ={ay,az,...,a,}. Dado que X es un espacio Hausdorff, para cada i,j €
{1,2,...,m}, tales que i < j, existen U;;, V;; € 7x de modo que a; € U;j, a; €

m m—1

Vij v Ui;NVi; = 0. Consideremos Uy = m(Ulj)ﬂWal, U, = ﬂ (Vim) W,y

j=2 i=1
m i—1

para i # 1,m, sea U; = ﬂ (Ui;)N ﬂ(sz) NW,,. Notemos que a; € U; para
j=it1 k=1

toda i € {1,2,....,m}. Seald = {U; : i =1,2,...,m}. Obsérvese que Ui € Tx
para toda ¢ = 1,2,...,m. Por otro lado, sean l,q € {1,2,3,...,m} tales que

m q—1
[ # q. Supongamos [ < ¢. Notemos que U; N U, C m (U;) N ﬂ(qu) C
j=l+1 k=1

Uy, NV, = 0. Esto implica que U € €,(X) y [U| = |A|. Ahora, dado que
a; € U;, se tiene que U; N A # () para toda i € {1,2,....m} y A C (JU. Lo
que garantiza que A € (). Finalmente, observemos que | JU C |JW y para
cada W € W, existe k € {1,2,...,m} tal que a, € W = W,,. Por tanto,
Ua, € W,, = W. De esto y de la Proposicién 4.2 se obtiene que (U) C (W),
lo que concluye la demostracion.

O

Proposicién 4.5. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico. Entonces, X es de
Hausdorff si y solo si F,,(X) es de Hausdorff.

Demostracion. =) Sean A, B € F,(X) tales que A # B. Notemos que
|AU B| < 2n. Dado que X es de Hausdorff, de la Proposicién 4.4 se tie-
ne que existe W € €5,(X) tal que (AUB) € W) C ({X}) y [W| = |AUB|.
SeanU ={W eW : WNA#0}yV={WeW:Wn B # (}. De esta
manera, A € () € By B € (V) € . Veamos que (U) N (V) = 0. Dado
que A # B, podemos suponer que existe a € A tal que a ¢ B. Notemos que
a € W para algin W € W. Dado que W € €5,(X) y [W| = |AU B|, se tiene



57

que [WN(AUB)| = 1. Por tanto W e Y y W ¢ V. Ahora supongamos que
existe D € F,(X) tal que D € (U) y D € (V). Esto implica que D C |V y
DNW # 0. Asi, Wn (JV) # 0, lo cual es una contradiccién. Concluimos
que F,(X) es un espacio de Hausdorff.

<) Sean z,y € X tales que  # y. Observemos que {z},{y} € F,(X)
y {z} # {y}. De suponer que el n-ésimo producto simétrico de X es de
Hausdorff, se tiene que existen O,Q € 7p,(x) tales que {z} € O, {y} € Q
y 0N Q = 0. Por lo que existen U,V € €,(X) tales que {z} € U} C Oy
{y} € (V) € Q. Notemos que x € (U € Tx y y € [V € 7x. Por otro lado,
si existe z € (U N[V, entonces se deduce que {z} € (U) N (V). Esto nos
lleva a que O N Q # 0, lo cual es absurdo. Concluimos que \U NNV =0y
por tanto, X es un espacio de Hausdorff.
[

Proposicién 4.6. Sean (X,7x) un espacio de Hausdorff y W € [1%]<%.
Entonces (W) € Tr,(x)-

Demostracion. Sea A € (W). Sabemos por la Proposicién 4.4 que existe
Ve €, (X) tal que A € (V) y |A] = |V|. Esto implica que para cada a € A,
existe un unico V, € V tal que a € V,. Ahora, para cada a € A, sea W, =
{W e W :ae W} Notemos que W, # 0 y [W,| < oo para toda a € A.
Consideremos U, = (\W,) NV, € 7x y U = {U, : a € A}. De esta manera,
A e (U) € 5. Obsérvese que JU C J{ W, : a € A} CUW. Por otro lado,
sea W € W. Sabemos que existe a € A tal que a € W. Por tanto, W € W,,.
Dado que U, € W, € W, lo anterior y la Proposicién 4.2 implican que
Uy < (W). Asi, A € Intp, (x)(W). Esto y la Proposicién 1.10 garantizan que
<W> € TF,(X)-

O

Proposicién 4.7. Sean (X, 7x) un espacio de Hausdorff y W C X. Se
satisfacen las siquientes proposiciones:

a) W e tx siy solo si ({W}) € mp,(x)-

b) SiW € 7x, entonces W~ ={A € F,(X): ANW # 0} € 7r,(x).

Demostracion. a) Por la Proposicién 4.6 solo basta probar que W es un sub-
conjunto abierto de X, siempre que ({IW}) lo sea en F,(X). Veremos que
W C IntxW. Sea z € W. Entonces {z} € ({W}) € 7p,(x). La Proposicién
4.4 nos asegura la existencia de V' € 7y tal que {z} € ({V}) C ({W}). Del
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Corolario 4.3 se sigue que z € V C W. Concluimos que z € IntxW.

b) Sea W € 7x. Notemos que W~ = {A € F,(X) : AnW # 0} =
{AeF,(X):AC Xy AnW # 0} = ({X,W}). Esto y la Proposicién 4.6
implican que W~ € 75, (x). O

Lema 4.8. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y A € [P(X)]<*. Entonces:
a) (Ay N {({X \ ClxD}) =0 para todo D € A.
b) (A)yn(X\ | ClxD)” = 1.

DeA

Demostracion. a) Sea D € A. Supongamos que existe £ € (A) tal que
E C X\ClxD C X\ D. Dado que E € (A), se tiene que END # (), lo cual
nos lleva a una contradiccién. Por tanto, (A) N ({X \ ClxD}) = 0.

b) Supongamos que existe £ € (A) tal que EN (X \ U ClxD) # 0. De
DeA
esto, se obtiene que existe e € E tal que e € (X'\ U ClxD) C (X\ U D)=
DeA DeA
(X \ UA) Por otra parte, dado que E € (A), tenemos que e € E C [J A,

lo cual es una contradiccién. Concluimos que (A) N (X \ U ClxD)™ = 0.

DeA
O

Proposicién 4.9. Sean (X, 7x) un espacio de Hausdorff y A € [P(X)]=>°.
Entonces, Clg,(x)(A) € ({ClxD : D € A}). Si|A| <n yClxCNClxyD =
para cualesquiera C, D € A tales que C # D, la igualdad se satisface.

Demostracion. Sean B € Clg, (x)(A) y b € B. Supongamos que b ¢ U ClxD.

DeA
De esto y del Corolario 1.13 obtenemos que b € (X \ U ClxD) € 7x. Asi,
DeA
B e (X\ U Clx D). De la hipétesis se sigue que (AYN(X'\ U ClxD)~ # 0,
DeA DeA

lo que contradice el Lema 4.8. Por otra parte, si existe D € A tal que
BNClxD = (), entonces B C (X \ClxD) € 7x. Es decir, B € ({X\ClxD}) €
T, (x)- Dado que B € Clg, x)(A), se tiene que (A)N({X \ ClxD}) # 0. Esto
contradice al Lema 4.8. Por tanto, BN ClxD # () para todo D € A. Con-
cluimos que B € ({ClxD : D € A}).
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Ahora supongamos que |A] < ny ClyxCNClyD = () para C,D € A
tales que C' # D. Sean B € ({ClxD : D € A}) y W € €,(X) de modo
que |W| = |B| y B € (W). Notemos que |B| > |{ClxD : D € A}| = |A|.
Con lo que definimos h : W — B una funcién biyectiva tal que h(W) € W
y G : B — A una funcién suprayectiva tal que b € ClxG(b). Observemos
que h(W) € ClxG(h(W)). Dado que h(W) € W y W € 7x, se tiene que
W NG(h(W)) # 0 para todo W € W. Sea ey € WNG(h(W))y E ={ew :
W e W}. Nétese que |E| = |[W| < n. Ahora veamos que E € (W) N (A).
Sea W € W. Entonces ey € W N G(h(W)) C W NJ.A. Observemos que
WNE#Q. Asi E € (W) Por otro lado, sea D € A. Por ser G suprayectiva,
existe b € B tal que G(b) = D, y por ser h suprayectiva, existe W € W tal que
h(W) = b. Sabemos que ey € W N G(h(W)). Por tanto, ey € G(h(W)) =
G(b) = D y asi, DN E # (). De lo anterior se obtiene que E € (A). Esto
prueba que B € Clg, x)(A).

[

Proposicién 4.10. Sean (X, 7x) un espacio de Hausdorff y W una familia
finita de subconjuntos cerrados de X. Entonces (W) es cerrado en F,(X).

Demostracion. Probaremos que Clg,x)(W) € (W). Sean B € Clg, x)(W),
be ByU € 7x tal que b € U. Notemos que B € U™ € 7g,(x). Por tanto,
U~ N (W) # 0, es decir, existe D € F,(X) tal que DNU # 0,D C YW
y DNW # () para todo W € W. Asi, ) # DNU C (JW)NU. Esto y el
Corolario 1.13 implican que b € Clx(UW) = U{ClxW : W e W} = UW.
Por otro lado, sea W € W. Supongamos que B N'W = (). Entonces B C
X\ W =X\ CIlxW € 7x. Por tanto, B € ({X \ ClxW}) € 7p,(x). De esto
y de la hipdtesis se tiene que W)N ({X \ ClxW}) # 0, lo que contradice
al Lema 4.8. Por tanto, W N B # (). Lo anterior demuestra que B € (W) y
asi, Clg,(x)(W) = (W). De la Proposicién 1.10, concluimos que (W) es un
subconjunto cerrado de F,(X).

[

4.2. Funciones inducidas al n-ésimo producto
simétrico

Los productos simétricos de dos espacios topoldgicos nos permiten esta-
blecer correspondencias que dependen de una funcién entre estos espacios,
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tal como se muestra enseguida. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos
y [+ X — Y una funcién. Definimos la funcién inducida al n-ésimo
producto simétrico por f como: f, : F,(X) — F,(Y) dada por

Resulta interesante estudiar la relacién que puede existir entre f y f, en
cuanto a pertenecer a una clase de funciones. Asi que este capitulo esta des-
tinado al analisis sobre dicha relacion con las siguientes clases de funciones:
abiertas, inductivamente abiertas, casi abiertas, pseudo abiertas, cociente,
semi abiertas y denso abiertas.

Sean X y Y conjuntos, f : X — Y una funcién y W C P(Y’). Denotemos
por fTH W] = {fI[W]: W € W}

Proposicién 4.11. Sean (X, 7x) y (Y, 7yv) espacios topolégicos, f: X —Y
una funcion y W C P(Y). Entonces [, [(W)] = (f~1{W]).

Demostracion. Tenemos que:

LM = {A € Fu(X): fulA) = f(A) € (W)
— {AcF(X): f(ACUWy FLANW £0Y W € W}
= {AcF(X):AC I UW Yy AN W] £0Y W € W}
= {AcF(X):ACUSf W y AN UW] £0Y W € W}
— (),

]

Proposicién 4.12. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios de Hausdorff, f : X —Y
una funcion y n € N. Entonces f es continua si y solo si f, es continua.

Demostracién. =) Sea V € €,(Y). Sabemos que f~![V] € 7x para todo
V € V. De la Proposicién 4.6 se tiene que ({f'[V]:V € V}) € 7, (x). Esto
y la Proposicién 4.11 implican que f,; '[(V)] € 7, (x). Lo que demuestra que
fn es continua.

<) Sea U € 7y. Entonces ({U}) € 7p,(v). Dado que f, es continua,
de la Proposicién 4.11 se sigue que f,'[({U})] = {f7'[U]}) € 75, (x). La

Proposicién 4.7 implica que f~[U] € Tx. Concluimos que f es continua.
[
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Proposicién 4.13. Sean (X, 7x) y (Y, 7v) espacios de Hausdorff, f : X —Y
una funcion y W € [P(Y')]<*°. Entonces:

a) Clp, oo fi ' {W)] € ({Clx fHW]: W € W})

b) [ [Cle,ryOW)] € ({f T [Cy W] : W € Wh).

Demostracion. a) De la Proposicién 4.11 se obtiene que Clg, (x)f, ' [(W)]
Clg,x)(f~[W)]). Esto y la Proposicién 4.9 implican que Clg, x) [, ' [(W)]
{Clef V] - W e W),

Nl

b) De la Proposicién 4.9 se sigue que f,![Clg,vyWV)] C [, {{CLYy W -
W € W})]. Esto y la Proposicién 4.11 implican que f,![Clp,yy(W)] C
{fHCy W] W e Wh).

[

Proposicién 4.14. Sean (X, 7x) y (Y, 7v) espacios de Hausdorff, f : X =Y
una funcion, U € P(X)\{0} yn € N. Entonces f,({U)) C {f(U): U e U}).
Si |U| <2 6 bien, U € €,(X) tal que fF(U)NF(V) =0 para U,V €U, U £V,
la igualdad se satisface.

Demostracion. Sea A € (U). Dado que A C |JU, tenemos que f(A) C
flyu) = U f(U). Por otro lado, sea U € U. Sabemos que ANU # (). Asi,

veu

f(ANU) # (. Como f(ANU) C f(A)Nf(U), concluimos que f(A)Nf(U) # (.
Lo anterior prueba que f,(({U)) C ({f(U) : U € U}).

Ahora supongamos que f(U) N f(V) = () para U,V € U tales que
U#V.Sea B e ({f(U):U € U}). Dado que {f(U) : U € U} es una
familia de elementos ajenos, se tiene que |B| > [{f(U) : U € U}| = |U|.
Sean G : B — U y h : B — X funciones tales que GG es suprayectiva,
b e f(G) y h(b) € f71b] N G(b). Observemos que f o h(b) = f(h(b)) €
FUTIRINGR) € f(f7H0) N f(GD) = {b} N f(G(b) = {b}, es decir,
foh|lg = id|pg. Consideremos A = {h(b) : b € B}. Asi, |A| = |B| < ny
fn(A) = B. Veremos que A € (U). Sea b € B. Entonces h(b) € G(b) C U
y asi, A C |JU. Por otro lado, sea U € U. Sabemos que existe b € B tal
que G(b) = U. Dado que h(b) € Ay h(b) € fLp]NG() C Gb) = U, se
tiene que U N A # (). De lo anterior obtenemos que B € f,,({U)). Por tanto,
{f(U) U eUy) < ful{Uh)).

Finalmente, supongamos que [U| < 2. Sea U = {Uy,Us} y D € F,(X)
tal que D € ({f(U): U € U}). Si |D| > 2, entonces |D| > |U|. Similarmente
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como en el parrafo anterior, se obtiene que ({f(U) : U € U}) C f.((U)). Si
|D| = 1, entonces D = {d} para algin d € X. Dado que d € f(U;) para
i = 1,2, existe a; € U; tal que f(a;) = d. Por tanto, A = {aj,as} € U) y
fn(A) = D. Es decir, D € f,({4)). Concluimos que f,({U)) = ({f(U): U €
Ut).

[l

Proposicién 4.15. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios de Hausdorff, f : X —Y
una funcién continua y suprayectiva, B € F,(Y) y A € f7(B) tal que
|A| = |B|. SiU € €,(X) es tal que [U| = |A] y A € (U), entonces existe
Ve €, (X) tal que |A| = V|, Ae (V) CU) y f(O)N f(P) =0 siempre que
O,PeVyO#P.

Demostracion. Sabemos por la Proposicién 4.4 que existe W € €,(Y') tal que
B e (W) C ({X})y|B| =|W)|. Para cada U € U, existe un tdnico Wy € W
tal que si a € ANU, entonces f(a) € Wy N B. Definimos Vi; = U N f~1[Wy]
paracadaU e Uy V = {Vy : U € U}. Veremos que V cumple las condiciones
deseadas.

Primero, se tiene que |V| = |U| = |A|. Luego, de Proposicion 4.2 se sigue
que (V) C (U). Ahora, si a € A, entonces existe U € U tal que a € U
y asi f(a) € Wy, esto implica que a € V. Concluimos que A C [JV.
Para U € U, sea x € A tal que = € U. Entonces f(xr) € Wy y de ahi
obtenemos que x € Viy N A. Asi, A € (V). Finalmente, sean O, P € V tales
que O # P. Entonces existen U, T € U talesque U #T, O =V y P = V.
Por lo que f(O) C Wy, f(P) € Wy y Wy N Wy = . Esto implica que
fO)YN f(P) C Wy nNWyg = 0.

O

Proposicién 4.16. Sean (X, 7x), (Y, 7v) espacios topolégicos y f : X =Y
una funcion. Entonces f es suprayectiva si y solo si f, es suprayectiva.

Demostracion. =) Sea B € F,(Y). Dado que f es suprayectiva, existe
g : B — X funcién tal que g(b) € f~1[b] paratodob € B. Sea A = {g(b) : b €
B}. Notemos que |A| = |B|y fu(A) ={f(g(b)):be B} ={b:be B} = B.
Por lo tanto, f, es suprayectiva.

<) Sea y € Y. Dado que {y} € F,(Y) y f. es suprayectiva, existe

A € F,(X) tal que f,(A) = {y}. Por tanto, f(a) = y para todo a € A.
Concluimos que f es suprayectiva.

[
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4.2.1. Funciones inducidas de funciones abiertas

Teorema 4.17. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios de Hausdorffy f : X — Y
una funcion conlinua y suprayectiva. Se verifican las siguientes proposiciones:

a) La funcion f es abierta si y solo si fy es abierta.

b) Si X es un espacio compacto, Y tiene al menos dos puntos no aisla-
dos y fn es una funcion abierta para algin n > 3, entonces f es un
homeomorfismo.

Demostracion. a) =) Sea W € €,(X). De la Proposicién 4.14 se sigue que
fa(W)) = {f(W) : W € W}). Dado que f es una funcién abierta, de la
Proposicién 4.6 se sigue que fo((W)) € Tp,(x). Concluimos que f, es abierta.

<) Supongamos que fo es abierta. Sea U € 7x. Notemos que ({U}) €
Try(x)- De esto y de la Proposicién 4.14 se sigue que fo(({U})) = ({f(U)}) €
Try(x)- La Proposicién 4.7 garantiza que f(U) € 7y. Lo que prueba que f es
una funcion abierta.

b) Sean 1, xo € X tales que f(z1) = f(x2) = y. Supongamos que 1 # .
Sea z € Y tal que z # y y z es un punto no aislado de Y. Por ser f supra-
yectiva, sabemos que existe 3 € X tal que f(x3) = z. Sea n > 3, de la
Proposicién 4.4 se tiene que existe U = {U; : z; € U;,i = 1,2,3} € €,(X)
tal que {z1, 29,23} € (U). De la hip6tesis se sigue que {f(z;) :1=1,2,3} =
{y, 2} € fu({U)) = Intp, vy [({U)), por lo que existen VW € 7y tales
que VW =0y {yz} € {(V;IW}) C f.({UU)). Sin perder generali-
dad, supongamos que y € V' y z € W. La Proposicion 4.14 garantiza que
{V, W) C{f(U;):i=1,2,3}). De la Proposicién 4.2 inciso a) deducimos
que V. C f(Ui) N f(Uz) y W C f(Us). Sean y1 € V' y Y2, y3, ..., yn—1 € W de
modo que y; # y; para todo ¢ # j. Note que {y; : i =1,2,....n} € ({V.W}),
pero no existe A € (U) tal que f,(A) = {y; : i = 1,2,...,n}, lo cual es una
una contradicién. Por tanto xy = x5, lo que prueba que f es inyectiva. Dado
que f es una funcién biyectiva de un espacio compacto en un espacio 15,
concluimos que f es un homeomorfismo. ]

El siguiente ejemplo muestra que existen (X,7x), (Y, 7y) espacios
topoldgicos v f : X — Y es una funcién abierta de tal manera que f,
no es una funcion abierta para n > 3.
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Ejemplo 4.18. Consideremos a R dotado de la topologia usual y [0, 00) como
subespacio de R. Definimos f : (R, z) — ([0,00), ) dada por f(x) = |z|.
Veremos que f es abierta y que f, no es abierta para n > 3.

Notemos que f es suprayectiva. Ahora, observemos que si a,b € R tales
que 0 < a < b, entonces f1[[0,a)] = (—a,a) € v y [ ![(a,b)] = (a,b) U
(—=b, —a) € 1g. Es decir, la funcién f es continua.

Por otro lado, sean a,b € R de modo que a < b. Se tiene que:

= fl(a,b)] = (a,b) € 7, 51 0 < a.

= fl(a;b)] = (|0, |a]) € 7w, si b < 0.

= fl(a,b)] = [0,]al]) € 70, sia <0 < by |a| = [b].
» fl(a,b)] =[0,b) € 7y, sia<0<by |a| <.

Esto prueba que f es una funcién abierta.

Ahora, sean n € Ntal quen >3, I ={k e N: k <n/2} yU =
{(=(k+1),=k) : k € I}U{(—1, ) }U{(k,k+1) : k € I} € €,(R). Observemos
que {—(k+1/2),0,k+1/2: ke I} e U). Asi, f,({—(k+1/2),0,k+1/2:
kel})={0,k+1/2:kel} e f,((U)). Veremos que B={0,k+1/2:k €
I} ¢ Intp, (j0,00)) fn({U)). Sean ay, by € R tales que k € Iy k+1/2 € (ag,by) C
(k,k 4 1). De esta manera, B € ({(ar,bx) : kK € I} U{[0,a0)}) € Tr,(j0,00))-
Para cada k € I elegimos y € (ax,bg). Sean J ={j e N:j¢lyj<n}y
y; € (0,a0) talesque j € Jyy, #y; sii # j. Asi {y,, :m e TUJ} =n.
Notemos que {ym : m € TUJ} € ({(ag,br) : k € I} U {[0,a0)}), pero no
existe A € (U) tal que f,(A) = {ym : m € I U J}. Esto quiere decir que
{(ag,bg) : k € I} U[0,a0)) Z fu({UU)). Concluimos que f,({{4)) no es un
subconjunto abierto de [0, 00) y por tanto, f, no es una funcién abierta.

Observacién 4.19. Notese que ({Intj o) f(U): U € U}) = ({[0,1), (k,k+
1) : ke I}). Ast;, B € ({Intyo)f(U) : U € U}). Dado que B ¢ f,((U)),
concluimos que ({Intp ooy f(U) : U € U}) € fo((U)).

4.2.2. Funciones inducidas de funciones inductivamen-
te abiertas

Lema 4.20. Sean (X, 7x) un espacio de Hausdorff, Z C X y W € [rx]<"!.
Entonces W)N {({Z}) = {WnZ:WeW}.
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Demostracion. Sea A € (W) N ({Z}). Entonces A C Wy A C Z. Asi,
ACUWwnZzZ=UWnZzZ: W e W}. Ahora, sea W € W. Notemos que
ANW =(ANnZ)NnW =An(WnNZ). Dado que AN # (), se tiene que
AN(WNZ)#0. Esto prueba que A € ({WnNZ:W € W}} Por otro lado,
observemos que  J{WNZ - WeW}CUWyU{WnZ:WeW}CZ.
Ademas, para cada W € W se tiene que WNZ CW yWnNZ C Z. De
esto y de la Proposicién 4.2 obtenemos que ({WNZ: W € W} C (W) y
({Wnz:WewWw}) C ({Z}). Concluimos que W) N ({Z}) = ({WnZ:
W e W}). O

Teorema 4.21. Sean (X, 7x),(Y,7y) espacios de Hausdorff y f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva. Se verifican las siguientes proposiciones:
a) Si f es inductivamente abierta, entonces fy es inductivamente abierta.

b) Si para algin n € N, se tiene que {Z C F,(X) : fu(2) = Fo(Y), fulz es
abierta y ZNF(X) = Fi(UZ)} # 0, entonces f es inductivamente abierta.

Demostracion. a) Sea n = 2. Supongamos que existe Z C X tal que f(Z) =
Y v f|z es abierta. Sea Z = ({Z}) C F5(X). Notemos que si B € Fy(Y),
existe g : B — Z una funcién tal que f(g(b)) =b. Asi, {g(b):be B} € Zy
f2({g(b) : b € B}) = B. Esto garantiza que fo(Z) = F5(Y). Ahora veremos
que fa|z es abierta. Sean U € €(X) y O = (U) N Z € 7z. El Lema 4.20
implica que f2(O) = fo({UNZ : U € U})). De esto y de la Proposicién 4.14
se sigue que fo(O) = {f(UNZ): U € U}). Sabemos que f(UNZ) € 1y
para cada U € U. Asi que la Proposicién 4.6 garantiza que f>(O) € Tp,(v).
Lo anterior demuestra que f5 es inductivamente abierta.

b) Supongamos que existen n € Ny Z C F,,(X) tales que ZN F(X) =
Fi(UZ2), fu(Z2) = F.(Y) v fulz es una funcién abierta. Sean Z = (JZ y
y € Y. Sabemos que para {y} € F,(Y), existe A € Z tal que f(A) = {y}.
En particular, si a € A C |JZ, entonces f(a) = y € f(Z). Esto implica
que f(Z) =Y. Ahora veremos que f|z es abierta. Sea U € 7. Entonces
existe W € 7x tal que U = W N Z. Sea p € f(U). Tenemos que existe
x € WnNZ tal que f(xr) = p. Obsérvese que {z} € Fi(|JZ). Por tanto,
{e} e {WhHNZ e 7z. As, f,({z}) = {p} € Intp, ) f(({W})NZ), es decir,
existe V' € 1y tal que {p} € {V'}) C f,({W})NZ). Veremos que V' C f(U).
Sea z € V. Dado que {z} € ({V}), se tiene que existe D € ({W})N Z de
modo que f,(D) = {z}. Por tanto D C WN(JZ)=WnNZ =Uy asi,
z € f(U). Esto prueba que p € Inty f(U), es decir, f(U) € 7y. Concluimos
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que f es inductivamente abierta.
m

4.2.3. Funciones inducidas de funciones casi abiertas

El siguiente resultado ha sido probado en [1, Teorema 3.2, pdg. 103]. En
la demostracién se emplea el [1, Lema 2.3, pag. 102], el cual no siempre es
cierto. El ejemplo 4.18 y la Observacion 4.19 muestran que existen espa-
cios Hausdorff (X, 7x), (Y,7v), n € Nconn > 3y U € C,(X) tales que
{Inty f(U) : U e U}) € fo.({U)), lo que contradice [1, Lema 2.3, pag. 102].
Y por tanto, [1, Teorema 3.2, pdg. 103] no garantiza que f, sea una funcién
casi abierta cuando f lo es.

Teorema 4.22. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios de Hausdorff, f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva y n € N. Entonces f es casi abierta si
solo si f, es casi abierta.

Demostracion. =) Sea B € F,(Y). De suponer que f es casi abierta y
del Teorema 2.19, se tiene que para cada b € B existe a, € f~![b] tal
que si O C Y y a, € Intxf O], entonces b € IntyO. Consideremos
A={a :be B} Asi, A € [, '[B] y |A| = |BJ. Sea O C F,(Y) tal que
A € Intp,(x) f, '[O]. La Proposicién 4.4 garantiza la existencia de U € €, (X)
tal que |U| = |A] y A € {U) C [, '[0]. De esto y de la Proposicién 4.15
se sigue que existe V € €,(X) de modo que |V| = |A], A € (V) C U) ¥
f(O)N f(P) = 0 para O, P € V tales que O # P. De aqui se deduce que
V = {V, : b € B}. Sin perder generalidad, supongamos que para cada b € B,
se tiene que a; € V. De esta manera, a;, € IntxV, C Intx f~1[f(V3)] y por tan-
to, b € Inty f(V;) para todo b € B. De esto y de la Proposicién 4.6 obtenemos
que B € ({Inty f(V}) : b € B}) € 7p,(v). Luego, de la Proposicion 4.2 se tiene
que ({Inty f(V,) : b € B)} = ({Inty f(V) : V € V)} C {f(V) : V € V}).
Finalmente, sabemos que f(U)N f(V) = 0 para U,V € V tales que U # V.
Por tanto, de la Proposicién 4.14, se sigue que f,((V)) = {f(V):V € V}).
Con lo anterior concluimos que B € ({Inty f(V) : V € V}) C ({f(V):V €
V3 = (V) C fou({U)) C fulf,,'[O]) = O, es decir, B € Intp,y)O. Del
Teorema 2.19 concluimos que f, es casi abierta.

<) Sea y € Y. Tenemos del Teorema 2.19 que para {y} € F,(Y),
existe A € f,'[{y}] tal que si B C F,(Y) vy {y} € Clg, B, entonces
A€ Clg,x)f,'[B]. Seaa € Ay B CY tal que y € ClyB. Entonces {y} €
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({ClyB}). De la Proposicion 4.9 tenemos que ({ClyB}) = Clg,v\({B}).
Por tanto, A € Clg,x)f,  [({B})]. De la Proposicién 4.13 se sigue que
A € ({Clxf1[B]}). Por tanto, a € A C Clyf![B]. Del Teorema 2.19

concluimos que f es una funcién casi abierta. ]

4.2.4. Funciones inducidas de funciones pseudo abier-
tas

Teorema 4.23. Sean (X, 7x),(Y,7y) espacios de Hausdorff y f : X =Y
una funcion continua y suprayectiva. St n € N y f,, es pseudo abierta, en-
tonces f es pseudo abierta.

Demostracion. Sea B C Y. De la hipétesis y del Teorema 2.20 se obtiene
que Clp, v)({B}) = fu(Clp, x) [, '[{{B})]). De las Proposiciones 4.13 y 4.14
se sigue que Clp, v)({B}) C fu(({Clx f[B]}) = ({f(Clxf~'[B])}). Dado
que Clg,vy({B}) = ({ClyB}), de lo anterior obtenemos que ({ClyB}) =
({f(Clx f~1B])}). Concluimos que Cly B = f(Clx f~![B]). Del Teorema 2.20
se obtiene que f es una funcién pseudo abierta.

]

4.2.5. Funciones inducidas de funciones cociente

Teorema 4.24. Sean (X, 7x),(Y,7y) espacios de Hausdorffy f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva. Sin € N y f, es cociente, entonces f
es cociente.

Demostracién. Sea V CY tal que f~[V] € 7x. Sabemos de las Proposicio-
nes 4.6 y 4.11 que ({f7'[V]}) = [, {{V})] € Tr.(x). Dado que f, es una
funcién cociente, se tiene que ({V'}) € 75,(v). De la Proposicién 4.7 se sigue

que V € 1y. Concluimos que f es una funcién cociente.
O

Sea (X, Tx) un espacio topolégico.

1. X es primero numerable si para cada x € X, existe una Base local
numerable de x, es decir, existe 5, C Tx a lo méas numerable tal que si
x € U € 1x, entonces existe B € [, tal que x € B C U.
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2. X es Fréchet si para todo A C X;

x € Cly A siy solo si existe {x, }nen € A tal que lim z, = x.
n—oo

3. X es Secuencial si para todo A C X tal que ClxA \ A # (), existe
{Tn}nen € Ay existe x € X \ A tal que lim z, = .
n—oo

Proposiciéon 4.25. Sea (X,7x) un espacio topoldgico. Se wverifican las
stquientes proposiciones.

a) Si X es primero numerable, entonces F,,(X) es primero numerable.

b) Si X es primero numerable, entonces X es Fréchet.

c) Si X es Fréchet, entonces X es secuencial.

Demostracion. a) Sea A € F,(X). Dado que X es primero numerable, para
cada a € A, existe 8, = {B%}nen base local para a. Sea a € Ay n € N.

Definimos V¢ = ﬂB;‘ Observemos que a € V!, C V! € 7x para todo

i=1
n € N. Sea 4 = {{{V,% : a € A}) : n € N}. De la Proposicién 4.6 se tiene
que ({V¢ :a € A}) € 7, (x) para todon € N. Sea O € 75,(x) tal que A € O.
Sabemos que existe {W, :a € A} € €,(X) tal que A e {W,:a€ A}) CO
y a € W, para todo a € A. Por tanto, para cada a € A, existe k, € N
tal que B € B,y a € B C W, Sea k = max{k, : a € A}. Asi,
a € Vi C Vk‘; C B,Za C W, para todo a € A. Esto y la Proposicon 4.2
implican que A € ({V,* :a € A}) C ({W, :a € A}) C O. Lo anterior prue-
ba que (34 es base local para A. Concluimos que F,,(X) es primero numerable.

b) Sean A C X y x € ClyA. Dado que X es primero numerable, existe
{Bn}nen base local para x. Definimos V,, = ﬂ B;. Nétese que = € V1 C

=1
V, € 7x. Por tanto, V;, N A # () para todo n € N. Sea {x,}nen tal que

x, € V, N A. De esta manera, {z,}n,ey € A. Veamos que lim z,, = z. Sea
n—oo

U € 7x tal que x € U. Sabemos que existe k € N tal que x € B, C U. Dado
que z, € V, CV, C By para todo n € N tal que n > k, se tiene que z,, € U
para todo n > k.

Ahora, sea {x,}nen € A tal que lim z, = z y W € 7x tal que z € W. Se

n—oo

tiene que existe k € N tal que x,, € W para todo n > k. Dado que z,, € A,
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concluimos que W N A # (). Esto prueba que z € ClxA.

c) Sea A C X tal que Cly A\ A # (). Por tanto, existe x € Cly A tal que
x ¢ A. Dado que X es un espacio Fréchet, se tiene que existe {x, },eny € A

tal que lim x,, = x. Concluimos que X es secuencial.
n—oo

O

Proposicién 4.26. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios de Hausdorffy f: X — Y
una funcion continua y suprayectiva.

a) Si f es pseudo abierta y X es Fréchet, entonces Y es Fréchet.

b) Si f es cociente y X es secuencial, entonces Y es secuencial.

Demostracion. a) Sea A C Y y y € ClyA. Dado que f es pseudo abier-
ta, del Teorema 2.20 se tiene que Cly A = f(Clx f'[A]). Por tanto, existe
r € Cly f7'[A] tal que f(x) = y. Sabemos que X es Fréchet, por lo que exis-
te {z, tnen C f7HA] tal que nhj& x, = x. Observemos que {f(x,)}nen C A.

Veamos que lim f(z,) = y. Sea V € 7y tal que y € V. Nétese que = €
n—oo

f7YV] € 7x. Por tanto, existe k € N tal que z,, € f~![V] para todo n > k.
Asi, f(x,) € V para todo n > k.

Ahora, sea A C Y de modo que existe (y,)nen € A tal que lim y, = y.
n—oo

Sea V € 1y tal que y € V. Por tanto, existe k € N tal que y, € V para todo
n > k. Dado que {y,}neny C A, tenemos que VN A # (). Lo que prueba que
(VRS ClyA

b) Sea A C Y tal que (ClyA) \ A # (). Supongamos que (Clyf1[A]) \
f7'A] = 0. Esto implica que f~'[A] es un subconjunto cerrado de X. Por
tanto, X \ f71[A] = 7Y \ A] € 7x. Puesto que f es cociente, se tiene que
Y\ A € 1y. Asi, A = Clx A, lo que nos lleva a una contradiccién. Por tanto,
(Clx f7'A])\ f'[A] # 0. Dado que X es un espacio secuencial, tenemos que
existen {x, }nen C fHA]yx € X\ f71[A] = f Y\ A] tales que nhﬁrroi3 T, = .
Noétese que {f(z,)}nen C Ay f(x) € Y\ A. Veamos que 1}1—{20 flzn) = f(z).

Sea V € 1y tal que f(z) € V. Dado que x € f~1[V] € 7x se tiene que existe
k € N tal que x,, € f~[V] para todo n > k. Asi, f(z,) € V para todon > k.
[

Proposicién 4.27. Sean (X, 7x) un espacio topolégico secuencial y A un
subconjunto cerrado de X. Entonces A es secuencial.
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Demostracion. Sea D C A tal que (ClyD) \ D # (). Sabemos que ClyD =
AN ClxD. Por tanto, (ClxD) \ D # (). Se tiene que X es secuencial, por
lo que existe {x,}pney € Dy z € X\ D tal que nh_)ngo x, = x. Veamos que
x € A= ClxA. Sea U € 7x tal que z € U, por lo que existe k € N tal que
x, € U para todo n > k. Dado que {z,}neny € Dy D C A, tenemos que
UNA=#{. Por tanto, x € A\ D. Esto prueba que {z, },en converge a x en

A. Concluimos que A es secuencial.
O

Proposicién 4.28. Seann € N\{1}, (X, 7x) un espacio topolégico y A, B C
X tales que ANB = (). Entonces ({A, B})NFy(X) es homeomorfo a Ax B. Si
A, B son subconjuntos cerrados de X, entonces ({A, B}) N Fy(X) es cerrado
en F,,(X).

Demostracion. Sea g : A x B — ({A, B}) N F»(X) definida por g((a,b)) =
{a,b}. Notemos que |D| = 2 para todo D € ({4, B})NFy(X). Sea {dy,d>} €
({A, B}) N F»(X). Dado que AN B = (), podemos suponer que d; € Ay
dy € By asi (dy,ds) € A x B. Por tanto, g es una funcién suprayectiva. Por
otro lado, sean (a,b), (¢,d) € A x B tales que g((a,b)) = g((c,d)), es decir,
{a,b} = {c,d}. Si a = d, entonces a € B, es decir AN B # (), lo que nos
lleva a una contradiccién. Por tanto a = ¢y b= d y asi, (a,b) = (¢, d). Esto
prueba que g es inyectiva

Afirmacién 4.29. Si ) # U C A y (0 # V C B, entonces g ' [({U,V}) N
(1A BY) N Fy(X)] = U x V.

Demostracidn. Notemos que U NV = . Sea (di,dz) € g *[{{U,V}) N
({A,B}) N Fy(X)] € A x B. Entonces g((dy,ds)) = {d1,d2} € {U,V}) N
({A,B}) N F5(X). Dado que dy € Ay V C B, necesariamente se tiene
que d; € U. Por tanto, (di,ds) € U x V. Por otro lado, de la Proposi-
cién 4.2 tenemos que ({U,V'}) C ({4, B}). Sea (dy,dy) € U x V. Entonces
di € Uydy € V. Ast g(dy,d2) € ({U,V}) C {A,B}) N F»(X). Por tanto,
(di,do) € g7 [({U.V}) N Fa(X)] = g7 [({U, V}) N ({A, B}) N F(X)]. De lo
anterior obtenemos que ¢ ' [({U, V}) N ({A,B}) N (X)) =U x V. O

Ahora, sean W € €,(X) y O = W) N ({A, B}) N Fo(X) € Tga8)nm(x)-
Noétese que O = (), si [W| > 3. Por tanto, W = {Wy, W}, donde W; = W es
posible. Sea (dy,ds) € g7'[O]. Entonces g((dy,ds)) = {d1,d2} € {W1,Wa})N
<{A,B}> N FQ(X) Dado que (dl,dg) c Ax B y {dl,dQ} € <{W1,W2}>, sin
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perder generalidad, concluimos que d; € Wi N Ay dy € Wy N B. Por tanto,
{d1,ds} € {W1NA,WonNB})N{ A, B})NFy(X). De la Afirmacion 4.29 obte-
nemos que (dy, dz) € g~ [{({WiNA, WonB})N{{A, BNy (X)] = (WiNA) x
(Ws X B) € Taxp. De la Proposicion 4.2 se tiene que ({W; N A, Wy N B}) C
<{W1, W2}> Por tanto, (dl, dz) € (W1 ﬂA) X (WQ N B) = g*1[<{W1 ﬂA, Wan
BY) N ({A, BY) N B(X)] € g~ [({W, Wa}) 0 ({A, BY) 0 B(X)] = ¢7[0).

Es decir, (dy,dy) € Int 45 3g~[O]. Esto prueba que g es continua.

Ahorasea U € 7}y V € 1. De la Afirmacién 4.29 se sigue que g(Ux V) =
g(g AU, VHIN{{A, B})NFy(X)]). Dado que g es suprayectiva concluimos
que (U x V) = ({U,V}) N ({A, BY) N Fa(X) € 7igaspnrn. Lo aue prucba
que ¢ es una funcién abierta.

Finalmente, supongamos ademas que A y B son subconjuntos cerrados de
X. De la Proposicién 4.10 se tiene que ({A, B}) es un subconjunto cerrado
de F,,(X). Por otro lado, notemos que ({4, B})> C ({A, B})NF5(X). Ahora,
si D € ({A, B}) N Fy(X), entonces |D| = 2. Asi, D € ({A, B}),. Concluimos
que ({A, B})s = ({4, B}) N F»(X). Dado que F3(X) es cerrado en F,,(X),
obtenemos que ({A, B})s = F»(X) N ({A, B}) es un subconjunto cerrado de
F.(X).
De lo anterior y del Teorema 1.18 se concluye que g es un homeomorfismo.

[

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del Terorema 4.23 y del
Teorema 4.24 no siempre se satisfacen.

Ejemplo 4.30. Consideremos X; = {0} U{l/n:n € N} y Xo = X; xN
como subespacios de R y de R? respectivamente. Sea Yo = {(1/n,m/n) :
n,m € N} U{(0,0)}. Definimos g : Xo — Yo dada por g(x,y) = (z,zy).
Dotemos a Yy con la topologia cociente determinada por la funcion g.

Sean X = X1 P Xo, Y =X PYe vy f: X = Y definida por:

r, sir€eX,

fla) = {g(x), six € Xy
Veremos que f es pseudo abierta y que f, no es una funcion cociente.

Sabemos que g es una funcién pseudo abierta (Ver ejemplo 2.10). Dado
que f|x, coincide con la funcién identidad sobre X, del Teorema 3.10 se
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obtiene que f es pseudo abierta. En seguida veremos que X es un espacio
primero numerable. Observe que para cada k € N y para cada [ € N se tiene
que {1/k}, {(1/k,1)} € 7x. Por tanto, dichos subconjuntos son bases locales
numerables de 1/k y (1/k,1) respectivamente. Ahora, sea fy = {{0} U {1/k :
k> n}lneny € 7x y para cada m € N sea fom) = {{(0,m)} U {(1/k,m) :
k> n}}nen € 7x. De esta manera, 3y y Bom) son bases locales numerables
de 0y (0,m) respectivamente. De la Proposicién 4.25 se obtiene que F,,(X)
es un espacio secuencial. Sea n € N. Supongamos que f,, : F,(X) — F,(Y)
es una funcién cociente. Esto y la Proposicién 4.26 implican que F,(Y) es
un espacio secuencial.

Por otro lado, veamos que (X1, 7x,) X (Y2, 7y,) no es un espacio secuen-
cial. Consideremos A = {(1/n,(1/n,1)) : n € N} C X; x Y, (Ver Figura
4.2.5). Nétese que si n,m € N con n # m, se tiene que (1/n, (1/n,m/n)) €
{(1/n,(1/n,m/n))} € Tx,xv,, pero {(1/n, (1/n,m/n))}NA = (). Ahora, sean
ng, mp € N. Observemos que (0, (1/ng, mo/no)) € {0} U{1/k : k > no}) X
{(1/ng,mo/no)} € Tx,xy,- Dado que 1/k < 1/ny para todo k > ny, se tiene
que [({0}U{1/k : k > no})x{(1/ng,mo/no) }}NA = 0. Finalmente, sean € N.
Tenemos que g~ [Y2 \ {(1/n, )}] = g7' Y2\ {(1/n,n/n)}] = X3 \ {(1/n,n)}.
Dicho subconjunto es abierto en X,. Dado que Y5 esta dotado con la to-
pologia cociente, se tiene que (Y \ {(1/n,1)}) € 7v,. Asi, (1/n,(0,0)) €
({1/n} x (Yo\ {(1/n,1)})) € Tx,xvs, Pero dicho conjunto tiene interseccién
vacia con A. Los puntos descritos anteriormente no pertenecen a la cerradu-
ra del subconjunto A en X; x Y3. Veremos que (0, (0,0)) € Clx,xy,A. Sean
l € Ny O € 1y, tales que (0,(0,0)) € {0} U{l/n:n >1}) x O € 7x,xv,-
La Afirmacién 2.11 garantiza la existencia de una sucesién {sy}reny € N tal
que (0,(0,0)) € {0y uU{1l/n:n>1}) x ({(0,0)} U{(1/n,k/n):n > s}) C
({0} u{l/n:n >1}) x O. Sea ky € N tal que kg > |l y w = méx{ko, Sk, }-
De esta manera, (1/w, (1/w,w/w)) = (1/w, (1/w,1)) € [({0}U{1l/n:n >
[})x ({(0,0)}u{(1/n,k/n) :n > sx})]NA. Concluimos que (Clx,xy,A)\ A =
{(0,(0,0))}. Ahora, sea U = {(0,0)} U{(1/n,k/n) : k € Ny n > k+ 1}.
Observemos que g U] = ¢ '{(0,0)}U{(1/n,k/n): ke Nyn>k+1}] =
{(0,k) : k e NJU{(1/n,k) : ke Nyn >k+1} € 7x,. Es decir, U € 7v,.
Se tiene que (0,(0,0)) € X; x U € Tx,xv,, Dero dicho subconjunto tiene
interseccién vacia con A. Esto prueba que existen subconjuntos abiertos de
X1 x Y5 que dejan fuera a todos los elementos de A y por tanto a todos los
elementos de cualquier susecién contenida en A. Lo que quiere decir que no
existe {(s;,t;) hien € A tal que lim(s;, t;) = (0,(0,0)). Con lo que se tiene que
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Figura 4.1:

(X1, 7x,) X (Y2, 7y,) no puede ser secuencial.

De la Proposicion 4.28 se tiene que ({(X1,7x,), (Y2, 7v,)}) N F2(Y) es un
subconjunto cerrado de F,(Y) homeomorfo a (X3, 7x,) X (Y2, 7y,). Esto y la
Proposicion 4.27 implican que F,(Y') es no secuencial, lo que nos lleva a una
contradicciéon. Por lo tanto, f,, no es cociente.

Observacién 4.31. El ejemplo 4.30 muestra que:

a) Si (X,7x), (Y,7y) son espacios topolégicos y f : X — Y es una fun-
cion pseudo abierta, entonces no necesariamente se satisface que f, sea
pseudo abierta.

b) Si(X,7x), (Y, 7y) son espacios topoldgicos y f : X — Y es una funcion
cociente, entonces no necesariamente se satisface que f, sea cociente.

4.2.6. Funciones inducidas de funciones semi abiertas

Teorema 4.32. Sean (X, 7x),(Y,7y) espacios de Hausdorff y f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva. Sin € N y f, es semi abierta, entonces
f es semi abierta.

Demostracion. Sea B C Y tal que Cly B = Y. Notemos que ({ClyB}) =
({Y'}) = F,.(Y). Sabemos de la Proposicién 4.9 que ({Cly B}) = Clg, vy ({ B}).
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De lo anterior y del Teorema 2.24 se obtiene que Clg, (x) f, '[{({B})] = Fu(X).
Esto y la Proposicién 4.13 implican que F,(X) = ({X}) C ({Clxf[B]}).
Por tanto, Clx f~'[B] = X, es decir, f~'[B] es un subconjunto denso de X.
Del Teorema 2.24 se concluye que f es semi abierta. O]

El reciproco del Teorema 4.32 se prueba en [3, Teorema 10.1, pag. 509], en
cuya demostracion se asegura que ({Inty f(U) : U € U}) C f,,({U)), lo cual
ya vimos que no siempre es cierto (Ver Ejemplo 4.18 y Observacién 4.19).
Asi que [3, Teorema 10.1, pag. 509] no garantiza que f,, sea semi abierta.

Proposicién 4.33. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios de Hausdorff, f : X =Y
una funcion continua y suprayectiva y n € N. Si f(U) N f(V) =0 para todo
UV € 1x tal que UNV =0, entonces, f es semi abierta si y solo si f, es
semi abierta.

La demostracion se sigue del Teorema 4.32, y de las Proposiciones 4.2,
414y 4.6.

4.2.7. Funciones inducidas de funciones denso abiertas

Teorema 4.34. Sean (X, 7x),(Y,7yv) espacios de Hausdorff y f : X — Y
una funcion continua y suprayectiva. Sin € N y f,, es denso abierta, entonces
f es denso abierta.

Demostracion. Sea W € 1y. Dado que ({W}) € 75, (v), del Teorema 2.26 y de
la Proposicién 4.9 se sigue que Clg, x)f, '[{{W}H] = £, [Cle,on ({W1)] =
L H{ClyW})]. De esta igualdad y de la Proposicién 4.11 obtenemos que
Clp, x){ /' W1} = {f[ClyW]}). Por otro lado, de la Proposicién 4.9
se tiene que Clp, (x)({f7'[W])) = ({Clx [~ [W]}). Ast, ({Clx fT{W]}) =
({f7YClyW]}) y por tanto, Clx f~![W] = f~1[ClyW]. Del Teorema 2.26
concluimos que f es denso abierta.

[
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